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Ziel
Es wird in diejenigen mathematischen (Unstetigkeiten, Mehrdeutig-
keit der Lésung) und numerischen (Diffusion, Dispersion, Konvergenz
gegen Nicht-Losungen, Stabilitit) Probleme eingefiihrt, die fir eindi-
mensionale, nicht-diffusive Erhaltungsgesetze spezifisch sind.
Aufbauend darauf werden einige numerische Losungsverfahren vorge-
stellt und deren Eigenschaften unter verschiedenen Aspekten diskutiert.

Voraussetzung sind grundlegende Kenntnisse der reellen Analysis und
der Linearen Algebra.
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Abbildung 1: Dichte und Fluss

1 Einfiihrung

1.1 Gleichungen

Wie in Abbildung 1 dargestellt, beschreiben Erhaltungsgesetze das Zusammenspiel einer Dich-
tefunktion

u: R" x [0,00) — R™
mit ihrer Flussfunktion

f=(f,....£),
f, : U — R™ UCR™, U offen.

Sie besagen, dass die zeitliche Anderung des Integrals der Dichtefunktion iiber einem bestimm-
ten Gebiet gleichzusetzen ist mit dem Fluss iiber den Rand:

g/udV—&—/ fndS =0 V>0 VQCR". (1.1)
ot Jo o0

Zusitzlich zu einem Gesetz fiir ihre zeitliche Anderung benétigt man natiirlich noch den
Anfangszustand der Dichtefunktion:

u(x,0) = up(x) Ve eR". (1.2)

Bemerkung 1.1. Man kann das Definitionsgebiet der Losung u auch beschrianken und Rand-
werte vorgeben. Die korrekte Formulierung von Randwertproblemen ist aber ein eigenes, sehr
komplexes Themengebiet, das den Rahmen dieser Vorlesung eindeutig sprengen wiirde.

Wenn die Flussfunktion die Form f = f(u,u,) hat, spricht man von advektiv-diffusivem
Fluss. In dieser Vorlesung werden Erhaltungsgesetze behandelt, in denen diffusive Phdnomene
keine Rolle spielen, wo also f = f(u).

Ferner werden ausschliefllich Gleichungen vom hyperbolischen Typ behandelt, d. h. alle Ma-
trizen Fy,(u) := 31", w;V,f;(u) besitzen einen vollstéindigen Satz von Eigenvektoren und nur
reelle Eigenwerte. Wenn die zugehorigen Eigenwerte alle verschieden sind, heifit die Gleichung
strikt hyperbolisch.
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Abbildung 2: Massenerhaltung

Man beachte, dass die Gleichung insbesondere dann hyperbolisch ist, wenn
F,(WF,(u)" = F,(u) F,(u). (1.3)

Genau dann gibt es sogar einen orthogonalen Satz an Eigenvektoren.

FEinen wichtigen Spezialfall bilden vor allem symmetrisierbare Gleichungen, fiir die es eine
in u stetige, positiv definite Matrixfunktion G(u) gibt mit der Eigenschaft, dass G(u)F,(u)
fiir alle w symmetrisch ist. Die meisten in der praktischen Anwendung benotigten Gleichungen
sind symmetrisierbar.

1.2 Beispiele fiir Erhaltungsgesetze

Beispiel 1.1 (Eulergleichungen). Das wohl prominenteste nicht-diffusive Erhaltungsgesetz der
Form (1.1) ist die Eulergleichung der Gasdynamik.

Wir leiten eine Komponente dieser Gleichungen her, indem wir eine festgelegte Masse in
einem Zeitintervall At beobachten (sieche Abbildung 2):

Die Masse befindet sich zum Zeitpunkt ¢ innerhalb der durchgezogenen Linie (also in Gebiet
V') und verlagert sich innerhalb der Zeitspanne At auf das von der strichlierten Linie markierte
Gebiet (V +dVy —dV3):

my(t) = my(t+ AL + mav, (£ + AL) — may, (¢ + AL) . (1.4)

Man dividiert nun durch At, bildet den Grenziibergang At — 0 und erhélt

g/pdV—&-/ pvindS = 0. (1.5)
ot Ja 89

Die weiteren Komponenten der Eulergleichung beschreiben Erhaltung von Impuls und Ener-
gie:

Q/pvdV—i—/ pvv' m 4+ pndS = 0, (1.6)
ot Jo o0

2/Edv+/ (E+p)vindS = 0. (1.7)
ot Ja o0



1 EINFUHRUNG 5

Die Gleichungen (1.5), (1.6) und (1.7) zusammengenommen bilden ein Erhaltungsgesetz der
Form (1.1). Dichte und Fluss sind

Uy p(IL', t)
u(e,t) = (| = | plz,t)v(z,t) | , (1.8)
us E(x,t)
pv’ ug
f(u) = [pvv' +pI | = [ ugug /u; +p(W)I | , (1.9)
(E+p)v’ (us + p(u))ug /us

wobei fiir p(u) noch eine Zustandsgleichung anzugeben ist.

Bemerkung 1.2. Ein Grofiteil der Literatur iiber hyperbolische Erhaltungsgesetze bezieht sich
direkt auf die Eulergleichung, weswegen Grundkenntnisse der Gasdynamik beim Studium dieses
Gleichungstyps hilfreich sein kénnen.

Beispiel 1.2. Auch Verkehrsflussprobleme lassen sich durch Erhaltungsgesetze beschreiben.

Schock
¥

Y
/

Abbildung 3: Auftreffen des Verkehrs auf einen Stau

In Analogie zur Massenerhaltungsgleichung 148t sich beispielsweise ein sehr einfaches, ein-
dimensionales Modell mit der Anzahl der Fahrzeuge pro Kilometer als Dichtefunktion erstellen
(alle Autos seien gleich lang). Der Fluss ist dann diese Dichte, multipliziert mit der Flussge-
schwindigkeit v des Verkehrs.

Analog zur Massenerhaltung gibt es noch eine unbekannte Variable v, die wir aber in diesem
Fall als bekannt annehmen. Wir stellen uns vor, dass v einfach nur von der Dichte des Verkehrs
abhéngt, und dass eine Hochstgeschwindigkeit v,4, eingehalten wird:

v = (1 i )vmaw. (1.10)

um,{lfl'

Dabei ist t,q. die maximale (StoBistange zu Stofistange) Dichte des Verkehrs. Wir erhalten
folgendes eindimensionale, skalare Erhaltungsgesetz:

%u(x’t) . i [<1 ~u(z,t) ) u(z, 1) Umw} - 0. (1.11)

ox Umnaxs

1.3 Klassische Lésung

Bevor man sich an die Suche nach einer Lésung des Erhaltungsgesetzes macht, muss man sich
iiberlegen, in welchem Funktionenraum man sinnvollerweise suchen soll.
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Wenn wir etwa unterstellen, dass u eine stetig differenzierbare Funktion ist, dann kann man
die Gleichung (1.1) nach dem Satz von Gaufl auch folgendermafien schreiben:

// w +divf(u)dVdt = 0 Vt>0, QCR", (1.12)
tJQ

wobei div f(u) := f(u) - V, mit V,, := (0/0x1,... ,0/0x,)".

Die Aussage (1.12) ist aber dquivalent mit der Forderung, dass u das innerhalb der Integrale
stehende System von partiellen Differentialgleichungen punktweise 16st.

Damit ist die Losung des Erhaltungsgesetzes (1.1, 1.2) identisch mit der punktweisen Losung
des Cauchyschen Anfangswertproblems

u; + divf(u) = 0 Vt>0, z€R", (1.13)
u(z,0) = up(x) Ve eR". (1.14)

Wir geben dieser Art von Losung einen eigenen Namen:

Definition 1.1 (klassische Losung). Eine Funktion u(x,t) heifit klassische Losung des Er-
haltungsgesetzes (1.1, 1.2), wenn sie stetig differenzierbar ist und das Cauchyproblem (1.13, 1.14)
punktweise 16st.

1.4 Schwache Loésung

Wie in Satz 2 festgeschrieben, besitzen selbst eindimensionale (n = 1) und gleichzeitig ska-
lare (m = 1) Erhaltungsgesetze sogar bei stetig differenzierbaren Anfangsbedingungen nur in
speziellen Féllen (Anfangsbedingung monoton steigend in x) eine klassische Losung.

Aus diesem Grund miissen wir den Funktionenraum ®, in dem wir nach der Lsung suchen,
erweitern. Um einen solchen allgemeineren Losungsbegriff zu erhalten, ersetzen wir in der
Gleichung (1.13) die punktweise Auswertung durch eine distributive:

/oo ¢ (u+divf(u)dvVdt = 0 Yeped. (1.15)
0 JR»

Dabei sollen die skalaren Testfunktionen ¢(z,t) kompakten Tréger besitzen, i. e. ¢(x,t) =
0 Vz € R"\K(¢), wobei K eine kompakte Teilmenge des R™ ist.

Falls man zusétzlich annimmt, dass die Testfunktionen stetig differenzierbar sind, erhilt
man mittels partieller Integration die sogenannte schwache Formulierung

00 n
/ / (qStTu + Zd);fi(u)) avdt = — | ¢(z,0)Tug(x)dV Voed.  (1.16)
0 R’n, 1/:1 Rn
Man beachte, dass in diese Gleichung die Randbedingung u(z, 0) = ug(x) Vo € R™ bereits
eingeflochten ist. Auflerdem l&sst sie auch nicht-glatte Losungen u zu. Bei entsprechender Wahl
des Funktionenraumes ® sogar ist sie sogar dquivalent mit dem Erhaltungsgesetz (1.1, 1.2).
Wir halten den sich daraus ergebenden, neuen Losungsbegriff fest:

Definition 1.2. Seiug € L>°(R™,R™). Eine Funktion u € L*°(R" %[0, 00), R™) heifit schwache
Lésung des Cauchy-Problems (1.1, 1.2), wenn sie die Gleichung (1.16) erfiillt und wenn u(x, t) €
Ut .
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1.5 Sprungbedingung

In der Praxis erweist es sich meist als ausreichend, schwache Losungen im Raum der stiickweise
stetig differenzierbaren Funktionen zu suchen. Fiir solche Losungen gilt der folgende

Satz 1 (Sprungbedingung). Sei u : R” x [0,00) — U eine stiickweise C-Funktion. Dann
ist u genau dann eine schwache Lisung von (1.13), wenn

e u ist klassische Ldosung dort, wo es stetig differenzierbar ist;

e entlang von Unstetigkeiten gilt
n
(up —u)n + > (f(uy) — fi(uy))ng; = 0. (1.17)
=1

Beweis. siehe [2], pp. 16f.
O

Wir betrachten zur Illustration den eindimensionalen Fall.
Nehmen wir an, der Sprung folge der Kurve s(t). Mit a < s(t) < 3 folgt aus dem eindimen-

sionalen Erhaltungsgesetz, dass
d s(t) B
lim —[/ udaf—i—/ udx} =
a,B—s(t) dt - s(t)

% { [(5(t) = )u_ + (B = s(t))uy] + (1.18)

f(uy) — f(u)

lim
a,B8—s5(t)

+ O(s(t) —a) + O(B —s(t)) } =

— W@ —uy).
Wenn das Erhaltungsgesetz linear ist, muss also die Ausbreitungsgeschwindigkeit eines Sprunges
ein Eigenwert der Systemmatrix A sein. Die Spriinge selbst sind Eigenvektoren von A.

Beispiel 1.3. Wenn die beiden skalaren Gleichungen

we + (%UQ) ~ 0 (1.19)
und
(W?); + (% u3> =0 (1.20)

glatte Losungen besitzen, so sind diese klarerweise identisch. Falls die Losungen aber Spriinge
beinhalten, so ergeben sich aus der Sprungbedingung unterschiedliche Ausbreitungsgeschwin-
digkeiten und damit verschiedene schwache Losungen.

1.6 Entropiebedingung

Wie bereits in Beispiel 2.2 zu sehen war, besitzt das Erhaltungsgesetz (1.1, 1.2) in der Regel
mehrere schwache Losungen. Der Grund dafiir ist, dass man die Vernéchléssigung der Diffusion
eigentlich als den Grenzfall ¢ — 0 von Gleichungen

u§5) +divf(u'?) = eDAU® €>0,Vt>0, x € (1.21)
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anzusehen hat.

Natiirlich wird man diesen aufwendigen Grenziibergang bei der numerischen Losung der
Gleichung nicht tatsdchlich durchfithren. Aber es folgt daraus eine Bedingung, mit deren Hilfe
man sehr einfach entscheiden kann, ob eine “physikalische” Losung vorliegt oder nicht.

Zu diesem Zweck fithren wir skalare Funktionen 7n(u) und ¢ (u) ein mit den Eigenschaften

Van(u) > 0, (1.22)
Vn(u) divf(u) = divi(u) . (1.23)

Definition 1.3. Funktionen n(u) : U — R und ¢ (u) : U — R mit den Eigenschaften (1.22)
und (1.23) heissen Entropiefunktion und zugehériger Entropiefluss.

Bemerkung 1.8 (Ezistenz von Entropiefunktionen). Fiir skalare Gleichungen kann man natiirlich
zu jeder beliebigen konvexen Funktion den entsprechenden Entropiefluss konstruieren. Fiir
mehrdimensionale Systeme miissen dafiir zusétzliche Bedingungen erfiillt sein. Eine hinrei-
chende Bedingung ist etwa die Symmetrie der Matrizen V,f;. Wir gehen darauf an dieser
Stelle nicht néher ein und verweisen stattdessen auf [2], pp. 21-26.

Wir multiplizieren nun das Gleichungssystem (1.13) mit V,n(u)" von links und erhalten
fiir hinreichend glattes u die Eigenschaft

nw), +divp(u) = 0 Yt>0,z€ Q. (1.24)

Fiir schwache Losungen ist hingegen die Integralform heranzuziehen:

/ / [n(u'®); + divep(u')] dvdt =
tJQ

ta
= eD / Von(uTAu® qvdt =
t1 Q
(1.25)

ta
= ¢D / (V,ul9V,nu'®)) - ndSdt —
t1 o
to
— €D / > Vel TVIn(ul) Vv, ul) avat .
ty JQT

Fiir ¢ — 0 verschwindet der erste Term der rechten Seite, womit diese aufgrund der geforderten
Konvexitét von 7 nichtpositiv ist.
Daraus folgt die Ungleichung

12
/ n(u(zx,t2))dV < / n(u(zx,t1))dV — / Y(u(x, b)) -n dSdt, (1.26)
Q Q t1 JoQ
die iiblicherweise als Entropiebedingung bezeichnet wird.
Mit diesen Ungleichungen gilt nun tatséchlich das

Lemma 1.4 (,,vanishing viscosity solution®). Sei D > 0 ein linearer Operator derart,
dass es ein ¢g > 0 gibt mit der Figenschaft, dass die Gleichung (1.21) zu jedem e < € ei-
ne stetig differenzierbare, punktweise Lisungsfunktion u'®) besitzt mit den Eigenschaften

e uld —su  fir e—0 f i

o [lu@~ <C,
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wobei C' > 0 eine von € unabhingige Konstante ist.
Dann ist u eine schwache Lisung des Erhaltungsgesetzes (1.1), und es erfiillt die Entropie-
bedingung (1.26).

Beweis. siehe [2], pp. 27ff.

O
Beispiel 1.4. Verwendet man in Beispiel 2.2 die Funktionen
Lo 1 3
n(u) = U und  P(u) = U (1.27)
so erhélt man durch Einsetzen in (1.26) im Falle eines Sprunges
Lo o L3 3
§(ul —uy)sAt — §(ul —u)At < 0. (1.28)
Aus der Sprungbedingung (1.17) ersieht man, dass s = (w; + u,)/2, womit aufgrund

von 1.28 ein Sprung genau dann vorliegt, wenn w; > u,, wenn also die Charakteristiken in ihn
hineinlaufen. Letzteres ist folgt einem allgemeinen Prinzip: die Entropiebedingung verhindert,

dass Charakteristiken in Schocks ihren Ursprung nehmen kénnen.

Hinweis: u} —ud = (u; — u,)(uf + wu, +u?).

2 Eindimensionale, skalare Gleichungen

2.1 Cauchy-Problem

Im folgenden betrachten wir das eindimensionale, skalare Cauchyproblem

w+ fw)e = 0, (2.1)
u(z,0) uo(x) .

Wir zeigen, dass man klassische Losungen dieses Problems durch Integration entlang von
speziellen Kurven, sogenannten Charakteristiken, erhalten kann.

Dazu schreiben wir die Erhaltungsgleichung in ihrer quasilinearen (nicht-konservativen)
Form

ur + u, = 0, (2.3)

du

was moglich ist, da u eine klassische Losung ist.
Unter Verwendung der Notation

a(u) 1= j—i(u)

definieren wir:

Definition 2.1 (Charakteristik). Eine Integralkurve z(t) heifit Charakteristik der Gleichung
(2.3), wenn z'(t) = a(u(z(t),t)).

Lemma 2.2. Sei u eine klassische Lisung der Gleichung (2.1). Dann sind alle Charakteristi-
ken Gerade. Entlang der Charakteristiken ist u konstant.
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Beweis. Zu zeigen ist lediglich die letzte Behauptung, da aus dieser unmittelbar folgt, dass
2’ (t) = const. Aufgrund der Glattheitsanforderungen an die klassische Losung gilt aber einfach

d 0 0 ron
%u(a:(t),t) = au(z(t),t) + %u(a:(t),t)z (t) =

7] 0
= gpula(t),t) + 5-u(z(t), t)a(u(z(t), 1) =

0 0
= gpulz(t), ) + o flulz(t), 1)) = 0.
O

Bemerkung 2.1. Dieses Lemma gilt gleichermaflen fiir mehrdimensionale skalare Gleichungen:

Duta0).0) = D))+ Veuw(t), ) 2/(1) =

" Lt(u(a(), 1)) =

(@(t), 1) + div f(u(z(t), 1)) = 0.

Eu
Korollar 2.3. FEine Charakteristik durch den Punkt (z¢,0) besitzt notwendigerweise die Form
x(t) = xo + a(uo(zro))t. (2.4)

Aus diesen Uberlegungen folgt unmittelbar der wichtige

Satz 2. Das eindimensionale, skalare Cauchy Problem (2.1, 2.2) besitzt genau dann eine klas-
sische Losung, wenn a(ug(x)) monoton steigend in x ist.

Beweis. Die von zwei Punkten z; < x5 ausgehenden Charakteristiken
l‘l(t) = I + a(uo(xl))t
x2(t) = 2 + a(ug(z2))t
schneiden sich zum Zeitpunkt

Xro — I

T = () — a(u(@))

(2.5)

Offenbar kann man genau dann eine klassische Losung konstruieren, wenn fiir alle 1 < 2
gilt, dass T' < 0. Aufgrund von (2.5) ist dies aber dquivalent mit der Forderung, dass a(ug(z))
mononton steigend in x ist.

O

Behauptung 2.4. Sei die Flussfunktion f(u) in (2.1) konvex, und fir die Anfangsbedingung
gelte u( (&) < 0. Dann kreuzen sich die von einer Umgebung von & ausgehenden Charakteristiken
spdtestens zum Zeitpunkt

1
T=-———— . .
P €) v €) (20
Beweis. Dies ersieht man sofort aus Abbildung 4, da natiirlich
limn B (o€ + 1) = ['(wo(€)) = " (uo(€))h (&) (2.7)
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3 &+h

Abbildung 4: Bestimmung des Kreuzzeitpunktes

u(x,T)

u(x,0)

Abbildung 5: Schockbildung bei Burgers’ Gleichung

11
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In anderen Worten lautet die Aussage von Behauptung 2.4 so:

Korollar 2.5. Das Cauchyproblem (2.1, 2.2) mit stetig differenzierbaren Anfangsdaten ug be-
sitzt eine auf das auf das Zeitintervall t € [0,T) eingeschrinkte klassische Ldsung, wobei

T = —é, a = min 4 a(ug(x)) . (2.8)

min(a, 0) z€R dx

Beispiel 2.1 (Burgers Gleichung). Einen Extremfall, wo sich zeitgleich ein ganzes Biindel an
Charakteristiken zur gleichen Zeit kreuzt, zeigt die Abbildung 5 anhand der Burgers Gleichung*,
WO

Bemerkung 2.2. Im linearen Fall (f(u), = au,) ist natiirlich f” = 0, und damit schneiden
sich nach (2.6) die Charakteristiken nach genau zum Zeitpunkt T' = oo (Euklid), wenn nur
ugp (§) < oo VE. Aus diesem Grund haben lineare Gleichungen mit stetig differenzierbarem wug
immer eine klassische Losung.

2.2 Riemann-Problem

Definition 2.6 (Skalares Riemannproblem). Das skalare Riemannproblem ist das eindi-
mensionale, skalare Cauchyproblem (2.1, 2.2) mit den Anfangsdaten

u_ =<0

ug(x) = { (2.9)

uy x>0.

Wir haben drei Fille zu unterscheiden:
a) f'(u-) < f'(uy),
b) f'(u-) = f'(uy),
c) f(u) > f'(uy),

wobei Gleichheit natiirlich insbesondere dann gegeben ist, wenn das System linear ist (einen
wichtigen Spezialfall bilden auch Gleichungen, bei denen diese Gleichheit ausgeschlossen werden
kann, man bezeichnet diese als ,,echt nichtlinear®).

In Abbildung 6 sieht man, dass im Fall b) das Riemannproblem vollstindig und in den
Féllen a) und c¢) immerhin teilweise mit der Methode der Charakteristiken integriert werden
kann.

Das folgende Beispiel zeigt, dass bereits sehr einfache Probleme mehrere schwache Losungen
besitzen kénnen.

Beispiel 2.2 (Mehrdeutigkeit). Wir betrachten Burgers’ Gleichung mit stiickweise konstanten
Anfangsdaten

u_ x<0,
uo(z) = {u =0 (2.10)
+ .

*Mit dem Begriff ,,Burgers Gleichung“ wird in dieser Vorlesung immer deren nicht-viskose, instationére Form
bezeichnet.
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b)

£ (uy)
f (W)
f (W) f'(us)
fr(w)
f'(uy)

Abbildung 6: Schockausbreitung bei stiickw. konst. Anfangswerten
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Mit s = (w; + u,)/2 existiert eine Losung der Form

_ t
w(z,t) = {“ T8t (2.11)
Uy x> St.

FEine weitere Losung ist aber auch

u- < (u-—a)t/2,

—a (u——a)t/2<z<0,
a O0<z<(uy+a)t/2,
uy x> (uy +a)t/2

u(z,t) = (2.12)

fiir a > max(u_, —u4).
Fiir u_ < uy gibt es sogar eine stetige Losung. In diesem Fall schneiden sich die Charakte-
ristiken nicht (siehe Abbildung 6). Wegen

=0 (2.13)

ist die Funktion

u_ xr<u_t
u(z,t) = qx/t u_t<x<uyt (2.14)
Uy T >ust
ebenfalls eine schwache Losung des Erhaltungsgesetzes. Eine Losung des Typs (2.14) nennt
man Verdiinnungsfdcher.

FEine Losung der Form

u_ , xr<st,
u(z,t) = { | v st (2.15)
mit
_ flug) — flu)
Uy — U—

ist immer moglich. Fiir den Verdiinnungsfiacher gilt dagegen das

Lemma 2.7. Zwei Zustinde u_ und uy kénnen nur dann durch einen selbstihnliche, glatte
Funktion

u(z,t) = w(x/t) (2.16)
verbunden sein, wenn f'(u_) < f'(uy).

Beweis. Durch Einsetzen von (2.16) in (2.1) erhélt man die Bedingung
Fwy'(€) = €u'(e) fiir € =aft. (2.17)

Damit ist eine solche Losung u entweder konstant (die Ubergiinge zwischen den Zusténden
miissen dann mittels Spriingen erfolgen), oder sie ist ein eben ein glatter Ubergang entlang
der Integralkurve f'(w(§)) = £. Da £ klarerweise monoton steigend sein muss (sonst ist w(§)
mehrdeutig), muss entlang dieser Integralkurve auch f’(w(£)) monoton steigen. Dies ist aber
nur moglich, wenn f/(u_) < f/(uy).

d
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3 Eindimensionale Systeme

3.1 Lineare Systeme

Behauptung 3.1. FEindimensionale, lineare Systeme von Erhaltungsgleichungen sind genau
dann entkoppelbar, wenn sie hyperbolisch sind.

Beweis. Wir betrachten die Gleichung
u + Au, = 0. (3.1)

Die Systemmatrix A ist laut Definition genau dann diagonalisierbar, wenn die Gleichungen
hyperbolisch sind, i. e.

A=QAQ ', A=diag(\,..., A\n), N ER, j=1,....m, (3.2)
was die Gleichungen transformiert zu
vi+Av, =0, v=Q 'u. (3.3)
O
Demnach erhélt man m Scharen von Charakteristiken
ri;)(t) = wo + Njt, j=1,...,m, (3.4)

und die Losungskomponenten sind

vi(z,t) = vi(x—A;t,0), j=1,...,m, (3.5)
sodass
u(z,t) = Qv(z,t) = Z vi(z —A;jt,0)q;, (3.6)
j=1

womit u(z,t) nur von den Anfangswerten an den m Punkten x — A;t abhéngt.
Betrachten wir das zugehorige Riemannproblem:

Definition 3.2 (Lineares Riemannproblem). Das lineare Riemannproblem ist das eindi-
mensionale Problem (3.1) mit den Anfangsdaten

u_ <0
= ’ 3.7
UO(I') {u+ y z>0. ( )

Zur leichteren Handhabung der technischen Details nehmen wir zusétzlich an, das System
sei strikt hyperbolisch, und wir ordnen die Eigenwerte

AM < A< .. < A\,

Zerlegen wir nun die Anfangswerte in ihre Komponenten beziiglich der Eigenvektorbasis, also

u_ = Zajqja uy = Zﬂjqja (38)
j=1 Jj=1
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so gilt

vi,0) = 0 T (3.9)
ﬁj, x>0,

und damit ist nach Gleichung (3.6)

u(z,t) = Zﬁj q; + Z jq; (3.10)
j=1

Jj=s+1

wobei s der maximale Wert von j ist, fur den \; < z/t.
Alternativ kann man dies so darstellen:

ue,t) = u-+ Y (B =

)\_7'<m/t

uy + Z (Bj —aj) g, -

Ajzz/t

(3.11)

3.2 Linearisierung nichtlinearer Systeme

Im nichtlinearen Fall A = f’(u) lisst sich die Transformation (3.2) nur lokal durchfiihren.
Sowohl die Transformationsmatrix als auch die Koeffizienten der entkoppelten Gleichungen
héingen dann von u ab. Fiir die Charakteristiken gilt

z( () = Agy(u(z(t), 1)) (A (u) ist Eigenwert von f'(u)) . (3.12)

Will man sich trotzdem die michtige Theorie (und Numerik) linearer Systeme zugiinglich ma-
chen, so kann man die Gleichungen unter bestimmten Voraussetzungen durch lineare Gleichun-
gen annidhern (,linearisieren).

So wird etwa in thermodynamischen Anwendungen héufig die Annahme getroffen, dass die
zu untersuchenden ZustandsgréBen (Masse, Impuls, Druck, Temperatur, ... ) nur relativ wenig
um einen festen Mittelwert schwanken (,,akustische Theorie*):

u(z,t) = a + eu(z,t), (3.13)

womit
f(u) = f(a) + eV, f(@)"a + % ca'vVif(ma + ... . (3.14)
Die Ableitung von (3.13) nach ¢ bzw. x eingesetzt in die differentielle Erhaltungsgleichung ergibt
w + V.f(@) u, = O(e) . (3.15)
Damit spiegelt fiir kleines e das linearisierte Erhaltungsgesetz mit A = f(1) das Systemverhalten

fiir viele Anwendungen hinreichend genau wider.

3.3 Das Riemann-Problem

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem Riemannproblem, da zahlreiche numerische
Verfahren fiir nichtlineare Gleichungen auf einer sukzessiven Losung von Problemen dieser Art
bauen. In seiner skalaren Form haben wir es bereits im Einfiihrungskapitel kennengelernt. Fiir
Systeme lautet es:
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Definition 3.3 (Riemannproblem). Das Riemannproblem ist das eindimensionale Cauchy-
problem mit den Anfangsdaten

u-. x=<0

ug(z) = { (3.16)

u. z>0.

Wir wollen uns an dieser Stelle auf zentrale Eigenschaften der Losung konzentrieren, die fiir
das Verstdndnis der weiter unten vorgestellten numerischen Verfahren notwendig sind.

Dariiber hinaus gehend, sei hier lediglich angemerkt, dass es unter Umsténden gar keine
Losung gibt, und dass es sogar moglich ist, dass es mehrere schwache Losungen gibt, die auch
der Entropiebedingung geniigen.

Wir betrachten dabei lediglich selbstdhnliche Losungen, d. h. Losungen der Form

u(z,t) = w(z/t) . (3.17)
Fiir diese gilt klarerweise, dass

f’(w(g)) w/ (&) = Ew'(§) fiir € = x/t. (3.18)

Man beachte, dass im linearen Fall daraus unmittelbar folgt, dass entweder w’(£) = 0, oder
dass & ein Eigenwert der Matrix A = f'(w) ist und w’ der zugehorige Eigenvektor. Mit anderen
Worten: die Losung u springt beim Uberqueren der Geraden x/t = \; um ein Vielfaches des
Eigenvektors g,;. Dies haben wir im Abschnitt tiber lineare Gleichungen schon gesehen.

Im nichtlinearen Fall ist das Leben komplizierter, da im Fall w/(£) = 0 auch ein glatter
Ubergang maoglich ist, was man gemeinhin als “Verdiinnungsfécher” (rarefaction wave) bezeich-
net. Die Option eines Sprunges bleibt allerdings bestehen, wofiir die Sprungbedingung (1.18)
gilt.

Im Fall eines Verdiinnungsfiichers muss nach Gleichung (3.18) w’({) ein Eigenvektor g, (€)
der lokalen Systemmatrix f'(w(&)) sein, wodurch die Integralkurve

w(€) = a(§) g;(w(9)) (3.19)

bestimmt ist. Zwei Zustinde u; und uy kénnen also nur dann durch einen glatten Ubergang
verbunden sein, wenn sie auf einer solchen Integralkurve liegen. Des weiteren ist der Parameter
¢ notwendigerweise ein Eigenwert der aktuellen Systemmatrix, also

&= Xi(w(9) . (3.20)

Damit muss entlang der Integralkurve der Eigenwert der Systemmatrix monoton ansteigen.

Zwei wichtige Spezialfiille machen das Leben unter Umstédnden leichter. Wenn das zugehori-
ge Feld echt nichtlinear ist, dann reicht dazu die Forderung A;(u;) < A;(uz). Wenn es linear
degeneriert ist, dann ist \; = 0 entlang der gesamten Integralkurve, und ein glatter Ubergang
ist eindeutig auszuschliefien.

4 Mehrdimensionale, lineare Gleichungen

Die zeitliche Taylor-Entwicklung der Losung

2

B 0 1,0
u(z,t) = u(z,0) + tau(%O) + 515 ﬁu(x,O) + ... (4.1)
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des eindimensionalen, skalaren Cauchyproblems (2.1, 2.2) kann man im Fall der linearen Glei-
chung u; + au, = 0 schreiben als

0 1 0?
u(z,t) = u(z,0) — at %u(x,O) + §a2t2 @u(x,O) — ... (4.2)
In Operatorform sieht das so aus:
u(x,t) = e t29/9% y(x,0) . (4.3)

Im Fall der mehrdimensionalen linearen Gleichung u; + Z?:l a;iug, = 0 lautet dieser Operator
w(x,t) = et Li=1 % 9/0% g (g () (4.4)

Damit kann man diese Gleichung l6sen, indem man einfach die eindimensionalen Operatoren
hintereinanderschaltet:

e—t ZZL:I a; 0/6xl — H e_t a; a/afl X (45)
=1

Ein solches Vorgehen nennt man dimensional splitting.
Im Fall von Systemen

n
Uy + Z Ajug, =0 (4.6)

i=1

ist dieses Operator-splitting leider nicht exakt.
Im zweidimensionalen Fall gilt das

Lemma 4.1. Wenn die Systemmatrizen nicht vertauschbar sind, d. h. A1 As # Ax Ay, dann
sind Methoden, die auf der Aufspaltung (4.5) des Lisungsoperators zweidimensionaler, linearer
Gleichungssysteme beruhen, héchstens von erster Ordnung:

e—tAl 8/811 e—tA28/812 — e—t (Ala/a’tl + Ao 8/87‘2) + O(tQ) .

Eine Operator-Aufspaltung von héherer Ordnung folgt aus einem Resultat von G. Strang:
Lemma 4.2 (Strang).
e,(t/g) A,0/0x, e tA2 9/0x2 e—(t/2) A,10/0x1 _ et (A10/0z1+ A20/0z2) + O(t?’) )
Beide Resultate priift man leicht nach, indem man die Taylorreihen der linken Seiten unter
Weglassen aller Terme von hoherer Ordnung als 2 ausmultipliziert.
Fiir entkoppelbare Systeme von linearen, hyperbolischen Erhaltungsgesetzen ist diese Ver-

tauschbarkeit immer gegeben. Strikt hyperbolische Systeme sind sogar nur dann entkoppelbar,
wenn die Systemmatrizen vertauschbar sind:

Lemma 4.3. Seien A und B regulire Matrizen mit ausschlieflich reellen Figenwerten. Dann
gilt

a) Wenn A und B die selbe vollstindige Eigenvektorbasis besitzen, sind sie vertauschbar.

b) Wenn A und B vertauschbar sind und A nur Eigenwerte der arithmetischen Vielfachheit
1 besitzt, so besitzen A und B die selben FEigenvektoren.
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Beweis. Sei @ eine vollstindige Eigenvektorbasis der Matrizen A und B. Dann folgt die
Vertauschbarkeit aus

AB = Q 'AsABQ = Q 'ABALQ = BA.

Seien andererseits A und B vertauschbar und  # 0 ein Eigenvektor von A mit Eigenwert .
Es ist also B(A—AI)x = 0, und aufgrund der Vertauschbarkeit ist gleichzeitig (A—\I)Bx = 0.
Damit ist auch Bx ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A, womit er (Vielfachheit 1)
von x linear abhiingig sein muss. Da Bx # 0 (Regularitit), gibt es also ein p # 0 derart, dass

Bx — px = 0. Somit ist & notwendigerweise ein Eigenvektor von B.
|

5 Numerik linearer Gleichungen

5.1 Grundbegriffe

Wir betrachten zun#chst nur eindimensionale Gleichungssysteme. Wir suchen also eine nume-
rische Losung an Orten

z, j=...,—1,0,1,2 ... (5.1)

zu Zeiten

Ferner definieren wir sogenannte Zellen mit den Randpunkten

1
Tit1/2 = 5 (25 +2j41) (5.3)

und die Diskretisierungsfeinheiten

Az = max(zj41 — ;) , (5.4)
J
At = max (tp41 —tn) , (5.5)
A (z,t) = max(Az, At) . (5.6)

Die am meisten verwendeten Reprisentanten (= zu rekonstruierenden Werte) der exakten
Losungen sind

u; = u(zj,t,), (5.7)

n
J
) Tjt+1/2

u = —— /L u(z,ty,) . (5.8)

Tj+1 — Lj—1 i—1/2

Wir bezeichnen u} als den punktweisen Reprisentanten und uf als das Zellenmittel.

Die numerische Approximation des gewéhlten Représentanten bezeichnen wir mit U7. Die
Differenz zwischen Approximation und dem exakten Reprisentanten bezeichnen wir als globalen
Fehler. Wir verwenden die Notationen

Er =U" —u?, (5.9)

gr = Ul - ar. (5.10)
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Weiterhin definieren wir
u" =[..,U%, Uy, U, US, .. ], (5.11)
eine auf den Zellen stiickweise konstante Funktion
U(x,t) = U} fiir (z,t) € [2j_1/2,%j51/2) X [tn, tnt1) (5.12)
und eine Fehlerfunktion
E(x,t) = Uz, t) — u(z,t). (5.13)

Bemerkung 5.1. Der Tatsache, dass man Anfangsbedingungen tatséchlich nur auf einem endli-
chen Gebiet [a, b] vorgeben kann, wird gewdhnlich mittels periodischer Randbedingungen

u(a,t) =u(b,t) Vt>0 (5.14)

Rechnung getragen.

Die Konstruktion der numerischen Lésung instationérer (= zeitabhéngiger) Cauchy-probleme
erfolgt gewohnlich in Zeitschritten, d. h. aus den Anfangsbedingungen U° werden sukzessiv
Losungen U, U2, ... erzeugt.

Wenn die Verfahrensvorschrift fiir U} nur von Werten aus der Vergangenheit abhéngt,
spricht man von einem ezpliziten Verfahren. Héngt sie auch von Werten der selben Zeitebene ab,
ist das Verfahren implizit, und es muss in jedem Zeitschritt ein Gleichungssystem gelost werden.
Instationére hyperbolische Gleichungen, wie wir sie hier behandeln, werden nur sehr selten
mit impliziten Verfahren gelost. Auflerdem werden fast immer Finschrittverfahren verwendet,
d. h. U™ wird ausschlieBlich aus U™ rekonstruiert:

Uttt = 7(U"j) . (5.15)

Der Zeitschritt-Operator 7 kann auch auf eine Funktion u(-, ¢,,) angewendet werden, indem wir
sein Definitionsgebiet vom Punkt z; auf die ihn umgebende Zelle [2;_1 /2, 241 /2) erweitern. Wir
wollen dies an einem Beispiel illustrieren.

Beispiel 5.1 (Laxz-Friedrichs). Der Zeitschritt des Lax-Friedrichs- Verfahrens lautet

n 1 n n lnt1 —tn n n
7(U",j) = B (U} +U7 ) — mA(Uj—H -Ui,). (5.16)
Die zugehorige Funktionalsform des Zeitschrittoperators ist dann

W, thpr) =7 (u(,tn),z) =

1
= 9 (u(x + Tj+1 — xjvtn) +u(r + Tj—1— Ijatn)) -

o thrl - tn (517)

Alu(z + i1 — x5, t,) —u(z + 2521 — 25, 1))
Tj+1 — Tj-1

fir x € [2;_1/2,2j41/2) -

Wenn wir diese Form des Zeitschritts insbesondere auf die stiickweise konstante Funktion
U(z,t) nach (5.12) anwenden, erhalten wir wiederum eine stiickweise konstante Funktion

U(z,tni1) = T(UCt), @) . (5.18)
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Definition 5.1 (lineare Verfahren). Wenn der Operator 7 linear ist, wenn also
T(aU" + gU") = aT(U") + BT(U"), (5.19)
spricht man von einem linearen Verfahren, und man schreibt
Ut = T7U". (5.20)

Um das Fehlerverhalten eines Verfahrens messen zu konnen, benttigt man eine Metrik.
Idealerweise hofft man auf Konvergenz in der co-Norm

[Vlee = sup|v(z)], (5.21)

aber dies ist unrealistisch, wenn man unstetige Losungen approximiert.
Die Norm der Wahl fiir Erhaltungsgesetze ist gew6hnlich die 1-Norm, also

M = [ vl (5.22)
Bemerkung 5.2. Fiir lineare Gleichungen bevorzugt man die 2-Norm
0o 1/2
M = ([ vwlpar) (523)

da man auf lineare Probleme die Fourier-Zerlegung anwenden kann mit der niitzlichen Parselval-
Beziehung

[¥llz = lIvll2, (5.24)

was die Analyse der Verfahren erheblich vereinfacht.

Den Fehler, der durch die Restriktion der Erhaltungsgesetze auf das diskrete Gitter entsteht,
nennt man Diskretisierungsfehler:

Definition 5.2 (Diskretisierungsfehler). Fiir Einschrittmethoden heifit
D(z,t,) = tn—&-l%tn (u(x,tnﬂ) — T (u(-tn), x)) (5.25)
der Diskretisierungsfehler des Verfahrens im Zeitschritt n + 1.
Damit definieren wir die Begriffe Konsistenz und Fehlerordnung.
Definition 5.3 (Konsistenz). Ein Verfahren ist konsistent in der Norm || - ||, wenn
DG, )| — 0 fiir A(z,t) — 0. (5.26)

Bemerkung 5.3. Um die Notation zu vereinfachen, beschrinken wir uns bis auf weiteres auf
dquidistante rdumliche Gitter und Zeitschritte. Wir schreiben

Tjy1 — L5 = h und tn+1 —tn = k. (527)

Des weiteren gehen wir bei Grenziibergéingen A(x,t) — 0 in von einem festen Verhiltnis
k/h aus, sodass es geniigt zu schreiben, dass k — 0.

Definition 5.4 (Fehlerordnung). Ein Verfahren ist von der Fehlerordnung p (kurz: ist von
p-ter Ordnung), wenn es fiir hinreichend glatte Anfangsdaten auf kompaktem Tréiger fiir jedes
T > 0 Konstanten s und 7 gibt, sodass in jedem Zeitschritt

DG )l < KEP, (5.28)

wenn k <7 und nk=t, <T. (5.29)



5 NUMERIK LINEARER GLEICHUNGEN 22

5.2 Stabilitidt und CFL-Bedingung
Schreibt man die Gleichung (5.25) um in

w(x,tnr1) = T(u(-,tn),z) + kD(x,tn) , (5.30)

Subtrahiert man davon die Gleichung (5.18) und nimmt zusétzlich an, dass der Zeitschrittope-
rator linear ist, so erhilt man

E(ytnr1) = TE(tn) + kD(ty) , (5.31)
womit
E(ytn) = THE(0) + Y kT" " D(-t;1). (5.32)
1=1

Dies ergibt die Fehlerabschétzung
HECt)l < AT IIEC O + D kIT " IIDC, tim)l - (5.33)
i=1

Wenn wir annehmen, dass unsere Methode geméfl Definition 5.4 von p-ter Ordnung ist, dann
gibt es fiir jedes T ein k und ein 7 derart, dass

HECta)ll < NTTIIECO) + £ kP T (5.34)
i=1
fir t,, < T und At < 7.
Um diesen Fehler unter Kontrolle zu bekommen, reicht also Konsistenz allein nicht aus.

Selbst eine beliebig hohe lokale Fehlerordnung wiirde nicht weiterhelfen. Was wir noch unbe-
dingt brauchen, ist Stabilitdt. Wir verwenden dazu eine Definition nach Lax und Richtmyer:

Definition 5.5 (Stabilitéit). Ein Verfahren ist stabil, wenn es fur jedes T > 0 Konstante o
und 7 gibt, sodass fiir alle n mit ¢, < T gilt:

17" < o, wenn At<r. (5.35)

Mit dieser Stabilitdtsforderung gibt es nun aber auch ein 7 derart, dass

[ECta)ll < o (IECOl + x3 k) (5.36)

fir £, < T und At < 7. Damit konvergiert das Verfahren. Insbesondere gilt fiir konstanten
Zeitschritt der Lange k, dass

IEC ) < o (G0 + T E?) (5.37)

womit im Fall von exakten Anfangsdaten die globale Konvergenzordnung mit der Konsistenz-
ordnung des Verfahrens identisch ist, wenn das Verfahren stabil ist. Nach dem Lax Equivalence
Theorem ist Stabilitit sogar notwendig fiir Konvergenz, siehe z. B. [7, 9].

Eine bekannte notwendige (sic!) Bedingung fiir die Stabilitét eines Differenzenschemas
wurde bereits im Jahr 1928 in einem Paper von Courant, Friedrichs und Levy festgeschrieben.
Sie heiflit deswegen CFL-Bedingung:
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Definition 5.6 (CFL-Bedingung). Ein Differenzenschema erfiillt die CFL-Bedingung, wenn
sein Abhéngigkeitsbereich den Abhéngigkeitsbereich der Differentialgleichung enthélt.

Fiir eindimensionale, lineare Gleichungssysteme ist die CFL-Bedingung sehr einfach zu tiber-
priifen, denn ihr Abhéngigkeitsbereich ergibt sich unmittelbar aus der Losungsdarstellung

u l’j» n+1 Z 'Uz i tpt1 — tn) » tn) q; - (538)
i=1
Demnach erfiillt ein Schema die CFL-Bedingung, wenn fiir seinen Abhéngigkeitsbereich [a, b]
gilt, dass
ang—)\l(tnﬂ—tn)gb, 1§z§m (539)

In Einzelféllen ist die CFL-Bedingung sogar hinreichend fiir Stabilitédt. Transformiert man
etwa das Lax-Friedrichs-Schema

1
n+1
Uittt = S (U}, + Uy

: AU, -UL). (5.40)

mit der Eigenvektorbasis @, so erhélt man m skalare Differenzengleichungen der Form

Vﬂ+1 _

n n k n
( J+1 +Vj—1) - %/\j( i+l VJ 1) - (5.41)

N | =

Damit hat die CFL-Bedingung (5.39) mit a = z; —h, b = z; + h und t,,41 = t, + k die sehr
einfache Form

N < -, di=1,...,m. (5.42)

ol ISy

Die Bedingung (5.42) ist nun tatséchlich hinreichend fiir Stabilitét in der diskreten 1-Norm
wegen

V" = h)y (Vi <
J

h k k
<5 (Zla-Favm Z\”h V) -
J (5.43)
1 k n n
= S (A= 2) V"I + (1+ A V™
2 h
= V-
Mit den exakt gleichen Argumenten erhélt man fiir das einfache Upwind-Verfahren
n+1 n n
U™ =U; — ’ A( -U7,) (5.44)
Stabilitéit unter dessen CFL-Bedingung
h )
0< -\ <1, i=1,...,m. (5.45)

k
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Abbildung 7: Instabilitdt bei Verletzung der CFL-Bedingung

Beispiel 5.2. Was konkret passieren kann, wenn die CFL-Bedingung verletzt ist, zeigt die Ab-
bildung 7. Hier wurde das Lax-Friedrichs-Schema angewandt auf das periodische Anfangsrand-
wertproblem
0 0
au(m,t) + %u(a:,t) =0,
1,71 .
u(z,0) = -z (—:L' - 1) tirz € [-1,1],
2 2
u(1l,t) = u(—1,t) firt € [0,00).

(5.46)

Solange die CFL-Bedingung eingehalten wird, lduft die Welle ohne Probleme durch das Inter-
vall [-1,1]. Die blauen Kreise zeigen die Anfangsbedingung, welche mit der Lésung zu den
Zeitpunkten T' = 2,4, ... fast exakt iibereinstimmt, wenn h = k gewihlt wird*. Die roten
Kreise stellen die Losung zum Zeitpunkt T = 4 dar, die das Schema mit £ = 1/50 und h = 1/55
liefert.

Bemerkung 5.4 (Neumann Stabilitit). Ein méichtiges Instrument zur Stabilitédtsuntersuchung
von linearen Schemen ist die Von Neumann Analyse, die auf der Fouriertransformation beruht.
Dieses Konzept ld8t sich aber nicht sinnvoll auf nichtlineare Systeme iibertragen, weswegen wir
es hier ausklammern.

5.3 Numerische Diffusion und Dispersion

Untersuchen wir zunichst das Lax-Friedrichs-Schema (5.40). Wenn man dort anstelle der ap-
proximierten Werte die exakten einsetzt, erhilt man

u; + Au, = g([— (%A)Q) g, + o(h?) + o(k?) . (5.47)
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Abbildung 8: Lax-Friedrichs Diffusion an glatter Losung
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Abbildung 9: Lax-Friedrichs Diffusion an unstetiger Losung
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Als erstes sieht man, dass das Lax-Friedrichs-Verfahren offenbar die Genauigkeitsordnung 1
besitzt. Verbliiffenderweise ist es aber ein Verfahren 2. Ordnung fiir eine Gleichung, die Diffusion
beinhaltet. Man spricht in diesem Zusammenhang von numerischer Diffusion. In Abbildung 8
sieht man diese Diffusion am Vergleich der Losungen von Beispiel 5.2 zum Zeitpunkt 7' = 2 mit
h =k = 1/30 (blaue Pluszeichen) und h = 1/30, k& = 1/50 (rote Kreise). Abbildung 9 zeigt
die numerische Diffusion bei h = 1/100, & = 1/200 fiir das Riemann-Problem mit v_ = 1 und
Uy = 0.

Insbesondere werden Verfahren mit positiver Diffusion natiirlich dazu neigen, Unstetigkeiten
auszugléitten®.

Fiir h/k > 1 verschwindet die Diffusion erst bei unendlich feinem Gitter. Dies hat allerdings
auch eine positive Konsequenz, denn es wird damit (so wie andere Verfahren erster Ordnung
mit positiver Diffusion) automatisch die gesuchte vanishing-viscosity-solution approximiert.

Die Gleichung (5.47) ldsst andererseits direkte Riickschliisse auf die Stabilitét des Verfahrens
zu. Denn das Anfangswertproblem zur Gleichung (5.47) ist klarerweise nur dann korrekt gestellt,

wenn der Diffusionsoperator
h? k \2
D= —(I-(-A 4
2k < (h ) > (5-48)

positiv definit ist, denn sonst hétte man Anteile der Losung, die durch riickldufige Diffusion*
charakterisiert wéren.
Das bedeutet, dass alle Eigenwerte

2(-()

positiv sein miissen, was dquivalent ist mit der Forderung

|| < % i=1,...,m. (5.50)

Dies entspricht aber genau der CFL-Bedingung.
Analoges gilt fiir das Upwind-Schema (5.44), dessen ,modifizierte“ Gleichung

h k
i+ Au, = DA (1_ EA) Wao + 0o(h2) + o(K?). (5.51)
vergleichsweise etwas weniger Diffusion beinhaltet. Die Entsprechungen zu den Abbildungen 8
und 9 mit den selben Gitterweiten zeigen die Abbildungen 10 und 11. Aus der Forderung nach
nichtnegativer Diffusion ergibt sich wiederum die Stabilitéitsforderung

h
0<Ai < 7. i=Ll....m. (5.52)
Mit der selben Argumentation sieht man sofort ein, dass das Schema
n T k
Uittt = Uy - o7 AU —Ujy). (5.53)

fiir beliebige Wahl von k£ und h instabil sein muss, denn der zugehorige Diffusionsoperator

1
D = —§kA2 (5.54)

*Eine Losung mit k/h < 1 zeigt Abbildung 8.
*In Abbildung 7 erkennt man die negative Diffusion an der etwas gréfSeren Amplitude.
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Abbildung 11: Upwind Diffusion an unstetiger Losung
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Abbildung 12: Lax-Wendroff Dispersion an glatter Losung

ist in jedem Fall sogar negativ definit.
FEin ganz anderes Phidnomen tritt bei Verfahren zweiter Ordnung auf. Wir betrachten dazu
das Lax-Wendroff-Schema

n n k n n k2 2 n n n
Uttt = Uy - %A(Uj+1 -0 ) + WA (U}, =207+ U7 ). (5.55)
Dieses ist eine Approximation dritter Ordnung zu der Gleichung
h? k2
u; + Au, = FA(ﬁA2 - I) Uz (5.56)

was man auch in Abbildung 12 sehen kann: schon bei dem sehr groben Gitter (wiederum ist
k =1/50 und h = 1/30) ist der Fehler kaum noch zu sehen. Dadurch, dass der Fehlerterm nun
dritter Ordnung ist, ist also auf sehr gute Approximation von glatten Losungen zu hoffen.

Der anstelle des Diffusionstermes nun den Fehler dominierende Dispersionsterm hat fiir
unstetige Losungen allerdings duflerst unangenehme Eigenschaften. Mit Fourier-Analyse kann
man némlich zeigen, dass sich kurzwellige Anteile der Losung von (5.56) um einiges schneller
ausbreiten als langwellige®, und da Unstetigkeiten ein sehr breites Frequenzspektrum besitzen,
erzeugt das Lax-Wendroff-Schema in deren Umgebung starke Oszillationen. Die Abbildung 13
zeigt diesen Fehler an unserem Modellbespiel fiir £ = 1/200,h = 1/100 zum Zeitpunkt 7" = 2.

Dies ist ein zentrales Problem von Schemen héherer Ordnung.

6 Konservative Verfahren

6.1 Der Satz von Lax-Wendroff

Im linearen Fall haben wir gesehen, dass ein konsistentes und stabiles Schema automatisch
gegen eine schwache Losung des Erhaltungsgesetzes konvergiert. Im nichtlinearen Fall ist das

*Eine gute Einfiihrung in Gruppengeschwindigkeiten bietet etwa [10].
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Abbildung 13: Lax-Wendroff Dispersion an unstetiger Losung

leider nicht so einfach. Das folgende Beispiel zeigt, dass ein konsistentes Schema durchaus gegen
eine Funktion konvergieren kann, die keine schwache Losung des Erhaltungsgesetzes ist.

Beispiel 6.1. Eine ,natiirliche* Diskretisierung der skalaren Burgers Gleichung ist

urtt = up - U Uy - Up,) (6.1)
Mit den Anfangsdaten
1 j <0
go =4 IS (6.2)
0, 720

ist aber zwangslaufig U" = U ]Q fiir alle n und j, unabhéngig von k und h. Fiir £ — 0 konvergiert
das Schema also trivialerweise gegen u(z,t) = ug(x), was selbstverstéindlich keine schwache
Losung der Burgers Gleichung ist.

Bemerkung 6.1 (CIR-Verfahren). Das in Beispiel 6.1 vorgeschlagene Verfahren ist ein Spezi-
alfall eines der ersten Upwind-Verfahren, die fiir nichtlineare Gleichungen der Gasdynamik
vorgeschlagen wurden. Die Idee von Courant, Isaacson und Rees (CIR) war es, ausgehend vom
Punkt (z;,t,41) die Charakteristiken mit den genéiherten Steigungen A;(U”) mit der Zeitebene
t,, zu schneiden und sodann den Wert U;‘H entsprechend aus den benachbarten Werten U7}_;
und U} bzw. U} und U7, zu interpolieren.

Das CIR-Verfahren ist eine der vielen moglichen Verallgemeinerungen des Upwind-Konzep-
tes auf nichtlineare Gleichungen. In Beispiel 6.1 haben wir aber gesehen, dass diese Variante
flir unstetige Losungen nicht geeignet ist. Grob gesagt, liegt dies in der Tatsache begriindet,
dass nicht die konservative, sondern die quasilineare Form der Gleichung diskretisiert wurde.

Letzteres kommt in dem folgenden, wichtigen Designkriterium fiir Differenzenschemen zum
Ausdruck. Wie wir gleich sehen werden, verhindert dieses Kriterium auch tatséchlich die Kon-
vergenz gegen Nicht-Losungen.
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Definition 6.1 (Konservatives Schema). Ein Differenzenschema, das die Form

U;LH = U" — k F(U”

P [P UG — F(UF U ) (6.3)

Jjtaq
besitzt, heifit konservativ.

Bemerkung 6.2. Zur Vereinfachung fithren wir folgende Notation ein:

F(U,,j) = F(U}

J—pr°-

: ’U?-Hz) (6-4)
Bemerkung 6.3. Auf ein konservatives Schema kommt man i. a. dann, wenn man das Erhal-
tungsgesetz entweder in seiner Integralform (1.1) oder in seiner konservativen Form (1.13)
diskretisiert.

Beispiel 6.2 (Laz-Friedrichs-Fluss). Das Lax-Friedrichs-Schema fiir eindimensionale, nichtlinea-
re Systeme hat die Form

k

U;”rl = - (U}, +U} ) - o (f(U},) —£(U})) . (6.5)

1
2
Dieses ist konservativ, denn es kann in der konservativen Form (6.3) geschrieben werden mit

h

ﬁ(U" -U},) + %(f(U}‘) +£(UY,)) . (6.6)

F(U;,Ujn) = ;
Beispiel 6.3 (Upwind-Fluss). Das nichtlineare Upwind-Verfahren besitzt die Form

k

U;?H = U} - 7 (f(U?) —f(U;Ll)) . (6.7)
Der zugehorige Fluss lautet
F(U;,Uj41) = £(U;) . (6.8)

Wir definieren nun den Begriff der Konsistenz neu:

Definition 6.2 (Konsistenz). Ein konservatives Schema heifit konsistent, wenn fiir jedes @
F(a,...,u) = f(a) (6.9)
und wenn es dariiber hinaus fiir jedes u ein K > 0 gibt derart, dass

|| F(Uj_p, e ,Uj—&-q) - f(ﬁ) || S K max || Uj+i —u || . (610)

—p<i<gqg

Fiir die Einfiihrung eines Konvergenzbegriffes fiir Differenzenschemen benotigen wir zunéchst
die folgende

Definition 6.3 (Totalvariation). Den Wert

TV(v) = limsuplfOO |lv(z) — v(z — €)|| dx (6.11)

e—0 € J_
bezeichnet man als Totalvariation einer L°°-Funktion v.

Damit lautet unser Konvergenzbegriff:
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Definition 6.4. Eine Folge von Losungen U; eines Differenzenschemas heifit konvergent gegen
die Funktion u, wenn fiir alle a,b und 7" > 0

T b
/ / HUi(x,t) —u(x,t)”dmdt — 0 fiir ¢ — o0 (6.12)
0 a

und es gleichzeitig ein R > 0 gibt derart, dass

TV(U;(-,t)) < R fir 0<t<T,i=1,2,... (6.13)

Der folgende Satz stellt nun sicher, dass ein im obigen Sinn konvergentes, konservatives
und konsistentes Differenzenschema gegen die physikalisch korrekte schwache Losung des Er-
haltungsgesetzes konvergiert.

Satz 3 (Lax-Wendroff). Sei {U;(x,t)} eine Folge von Lisungen eines konservativen und
konsistenten Differenzenschemas fiir das eindimensionale Erhaltungsgesetz, wobei A(x,t) — 0
fir i — oco. Ferner konvergiere {U;(x,t)} im Sinne von Definition 6.4 gegen eine Funktion
u(z,t).

Dann ist u(z,t) eine schwache Lisung des Erhaltungsgesetzes.

Beweis. Sei ¢(x,t) eine C'-Testfunktion auf kompaktem Triger. Multipliziert man das gene-
rische konservative Schema (6.3) mit ¢(x;,t,) und summiert man iiber alle j und n, so erhélt
man

i i dlajstn) (UFT - U7) =
n=0j=-—o0

oo (6.14)
= 5 2 2 9wt (FU") —F(U",j-1) .

n=0j=—oc0

Da ¢(x,t) kompakten Triiger hat, erhiilt man durch partielle Summation (links nach n und
rechts nach j) die Gleichung

—h Z dxj,t0) UY — khz Z O(x),tn) — (@), tn1)) UL =

j=—o00 n= 1]——00

k’hz Z $j+17 ) ¢($J7 )) (Unvj)

n= O]——oo

(6.15)

Die Summen in (6.15) sind natiirlich in Wirklichkeit endliche Summen, da ¢(x, t) kompakten
Trager besitzt.

Der Grenziibergang k, h < 0 auf der linken Seite fiihrt n. V. genau auf das entsprechende
Integral. Auf der rechten Seite bleibt noch ein wenig Arbeit. Die Lipschitz-Bedingung (6.10) an
die Konsistenz und die Tatsache, dass U im Sinne von (6.13) konvergiert, fithren aber letzten
Endes* auf die Gleichung

/OOO/_Z (¢t($ﬂf)u + ¢p(z,t) £;(u) d:vdt = / é(z,0) up(x) do (6.16)

*Dies ist der eigentlich kritische Punkt im Beweis, aber wir wollen uns die zahlreichen Abschétzungen, die
dabei notwendig sind, an dieser Stelle ersparen ;-).
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und diese ist genau die eindimensionale Entsprechung von (1.16).
Da wir diese Konstruktion mit beliebigen C!-Funktionen ¢(x,t) auf kompaktem Triger

durchfiithren kénnen, ist die Grenzfunktion u eine schwache Losung.
O

Nach dem Satz von Lax-Wendroff kann ein konservatives, konsistentes Differenzenschema
immer noch gegen eine schwache Losung konvergieren, die keiner Entropiebedingung geniigt.
Dafiir wird noch ein weiteres Designkriterium benotigt. Ein solches folgt aus einem Korollar
zum Beweis von Satz 3:

Korollar 6.5 (Lax-Wendroff). Seienn(u) und (u) Entropiefunktion und Entropiefluss nach
Definition 1.8. Ferner sei U eine mit dem Entropiefluss ¢ im Sinne der Definition 6.2 konsi-
stente numerische Flussfunktion.

Wenn dann unter den Voraussetzungen von Satz 8 zusdtzlich gilt, dass

(U5 < 9(Uy) - % <\II(U”,j) — WU, - 1)) , (6.17)

dann geniigt u(z,t) der Entropiebedingung (1.26).

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 3, nur dass anstelle des generischen Differenzenschemas
die Gleichung (6.17) mit ¢(x;,t,) multipliziert wird etc.
O

6.2 Das klassische Godunov-Verfahren

Anstatt wie in der CIR-Methode Charakteristiken in die Vergangenheit zu verfolgen, verfolgte
Godunov die Idee, die Zukunft als Losung von Riemannproblemen zu rekonstruieren.
Zum Zeitpunkt ¢, lautet das Erhaltungsgesetz auf der Zelle [x;_1 /2, 211/2] folgendermafien:

/ T e b)) — 6 1)) de +

j—1/2

+ /:"ﬂ (f(u($j+1/2v7)) - f(u(xjfl/Q’T))) dr =0. (618)

n

Wir setzen nun

u(,t,) = U7, (6.19)

il Tj+1/2
Ut = / (€ o) dE | (6.20)
T

j—1/2

und wir tragen der Tatsache Rechnung, dass die Losung des Erhaltungsgesetzes selbstédhnlich

ist, womit u(x;41/2,7) die Losung u’, 172 des Riemann-Problems mit Anfangsbedingungen

n

ur, < x; ,
u(&,t,) = { i §<Tjtr1/2
Ul £>Tjt1)2

entlang der Geraden § = x5 ist.

(6.21)



6 KONSERVATIVE VERFAHREN 33

Allerdings muss der Zeitschritt klein genug gewéhlt werden, damit die benachbarten Rie-
mannprobleme nicht interagieren. Es geniigt dafiir die Forderung
ko (erqm
LY (f (Uj)) <1 (6.22)
fiir alle Eigenwerte ); aller Matrizen f'(U7) (dies ist die natiirliche Verallgemeinerung der
CFL-Bedingung fiir nichtlineare Probleme).

Damit erhalten wir die Vorschrift

n n k * *
Uj+1 = U} - E(f(un,j—i-l/Q) *f(un,j—l/z)) . (6.23)

Upwind-Konzepte dieser Form nennt man klassische Godunov-Verfahren. Sie unterscheiden
sich untereinander durch die Art und Weise, wie die Losungen u*n, j+1/2 der einzelnen nichtli-
nearen Riemann-Probleme bestimmt werden.

Man sieht sofort, dass Godunov-Verfahren konsistent sind. Auflerdem sind sie konservativ
mit der numerischen Flussfunktion

F(U?’U?H) = f(U-*n,jH/z) . (6.24)

Damit liefern klassische Godunov-Methoden im Falle ihrer Konvergenz (im Sinne der Vor-
aussetzungen des Satzes von Lax-Wendroff) schwache Losungen.

Es bleibt die Frage der Entropiebedingung. Das folgende Lemma stellt fest, dass diese im
Falle von exakten Riemann-Losungen eingehalten wird.

Lemma 6.6. FEin klassisches Godunov-Schema liefert im Falle der Konvergenz nach den Vor-
aussetzungen des Satzes von Laz-Wendroff schwache Lésungen, die einer Entropiebedingung
geniigen, wenn nur die einzelnen Riemann-Probleme unter Einhaltung der Entropiebedingung
gelost werden.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung geniigt die auf den einzelnen Intervallen [z;_1 /2,241 /2]
konstante Funktion u(x,t,) fiir Entropiefunktionen n und ¢ der Bedingung (1.26). Damit ist

1 Far1sz ~ n k n n
7 / n(a(z, tysr)) dz < n(U7) — 7 (‘II(Ujv 1) —‘I’(Uj—lan)) (6.25)
Tj—1/2
mit
(U7, U7,) = ¢(u" (U7, U7,)) - (6.26)
Da aber 7 konvex ist, gilt die Jensen-Ungleichung
1 Tit1/2 1 Tjt+1/2 B
n ( 7 / a(x, tyt1) d:c) < 7 / n(a(z, tys1)) dx . (6.27)
Tj—1/2 Tj—1/2

Im Argument der rechten Seite steht aber gerade U?Jrl, womit das Schema einer diskreten
Entropiebedingung geniigt. Damit sind alle Voraussetzungen von Korollar 6.5 erfiillt.

O

Mit Einhaltung der Entropiebedingung bei der Losung des Riemannproblems beschiftigen
wir uns im folgenden Abschnitt.
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Bemerkung 6.4. Im linearen Fall sind zur Losung des Riemann-Problems nur ein einziges Mal
Eigenwerte und Eigenvektoren der Systemmatrix A zu bestimmen. Dann kénnen die Werte

u, .y, einfach aus Gleichung (3.10) bestimmt werden. Wir erhalten die Flussfunktion
F(U},U},) = §A(Uj+1 +U7) — §|A‘(Uj+1 -u7), (6.28)
wobei
Al = QIAIQ™",  |A] = diag(|Ml,-.., [Am]) - (6.29)
Das resultierende Schema kann man auch schreiben als
n ] k k
U = Up AU - UL 4 AU, - 207 + UL, (6.30)

sodass die ersten beiden Terme genau das instabile Schema (5.53) ergeben. Der zusétzliche
dissipative Term am Ende wirkt stabilisierend, da die Diffusionsmatrix |A| nichtnegative Ei-
genwerte besitzt. Dieses Schema wird auch Verallgemeinertes Upwind-Verfahren genannt. Es
ist ferner genau die Reduktion der CIR-Idee (siche Bemerkung 6.1) auf lineare Gleichungen.

6.3 Approximative Riemannloser

Im skalaren Fall kann die Entropie-Losung der einzelnen Riemannprobleme einfach durch Fall-
unterscheidung herausgefunden werden. Es ergibt sich die numerische Flussfunktion

min,_ <uy<u, f(u), wenn u_ < ug ,
Flu_,uy) = (6.31)
max ., <u<u_ f(u), wenn u_ > Uy .

Wenn also die Extremstelle von f am Rand liegt, ist die numerische Flussfunktion gleich
u_ oder u.. Ansonsten ist ist sie eine Losung der nichtlinearen Gleichung f'(u*) = 0.

Dies verursacht zumindest im mehrdimensionalen Fall einen recht hohen Aufwand, da unter
Umsténden an jedem einzelnen Knoten ein grofles, nichtlineares Gleichungssystem zu lésen ist.
Deswegen sucht man nach Moéglichkeiten der Approximation.

Eine sehr bekannte Methode ist das Roe-Matriz Verfahren. Die Idee ist dabei, ein verwand-
tes lineares Problem zu suchen, was sich dann ja leicht durch Eigenvektorzerlegung losen lésst.
Diese Matrix A sollte nach Roe folgende Eigenschaften haben:

e Alu_,ui)(uy —u_) =f(uy —u_),
e A(u_,uy) ist diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten und
o A(u_,uy) — (), wenn u_,uy — 1.

Die erste Bedingung wird benotigt, um sicherzustellen, dass das Verfahren konservativ
bleibt. Die zweite ist klarerweise zwingend, denn sonst wére das Ersatzproblem nicht 16sbar,
und die dritte garantiert, dass sich die Methode fiir glatte Losungen gut verhélt.

Die resultierende numerische Flussfunktion lautet dann

Flu ) = o (f(u) +£(u,)) — Al —u), (6.32)

was an den Godunov-Fluss (6.28) fiir ein lineares System erinnert.

Natiirlich ldsst das modifizierte Problem keine Verdiinnungsficher zu (siehe etwa die Bemer-
kungen zu Gleichung (3.18)), weswegen es zu entropieverletzenden Losungen fithren kann. Aus
diesem Grund benétigt man noch Verbesserungen dieser Methode. Eine solche Verbesserung
(nach Harten und Hyman) findet man etwa in [5].
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Abbildung 14: Zwei Sichtweisen fiir das Upwind-Verfahren
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Abbildung 15: Zwei Sichtweisen fiir das Lax-Wendroff-Verfahren

6.4 Schemen erster und zweiter Ordnung

Wir haben gesehen, dass Godunov-Verfahren auf der Idee basieren, dass die Losung durch eine
stiickweise konstante Funktion reprisentiert wird, wonach lokale Riemann-Probleme zu 1sen
sind. Im linearen Fall entsteht auf diese Weise ein verallgemeinertes Upwind-Verfahren.

Letzteres kann man aber auch auf eine andere Weise konstruieren. Man représentiert da-
zu die Funktion in der Zeitebene t,, durch eine zwischen den Zellenmittelpunkten stiickweise
lineare Interpolierte u und setzt, wie in Abbildung 14 zu sehen, fiir die Komponenten der
transformierten Funktion v = Q 'u

|VADRSSD T AL VA fiir \; > 0,
VI = vz = AT =) ) = n (V= Vi) ' (6.33)
Vi = ARV, — Vi) fiir A < 0.

Ein Verfahren hoherer Ordnung konstruiert man, indem man entweder auf dem 3-Punkte-
Stern quadratisch interpoliert, oder indem man die Godunov-Idee auf eine stiickweise lineare
Reprisentation der Zellen anwendet. In Abbildung 15 sieht man diese Idee am Beispiel des
skalaren und linearen Lax-Wendroff-Verfahrens (5.55) fiir a > 0 dargestellt.

Die quadratische Interpolation auf dem 3-Punkte-Stern U',, U}', U}, sieht folgenderma-
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Abbildung 16: Zwei Sichtweisen fiir das Lax-Friedrichs-Verfahren

Ben aus:

1

ﬂ(l‘—a(tn+1 —tn),tn) = W

( — ak(h—ak) Uy +
+ 2(h— ak)(h + ak) U + (6.34)

+ ak (h + ak) y_l) .

In der zweiten Sichtweise wird die Losung im n-ten Zeitschritt stiickweise linear représentiert.

trnt1 1 Ur,, —yn
n+1l __ n a n n “+1
Uj —Uj+g/tn [E(Uj—i-l"i'Uj)_aT—] - ]]dr—
. (6.35)
a (UL UR-UR,
_ E . [E(UJ —&-Uj,l)—aT ]dT

Wie erwahnt, ist diese zweite Sichtweise mit der klassischen Godunov-Idee verwandt, nur dass
statt stiickweise konstanter Représentanten stiickweise lineare verwendet werden. Dies bildet
aber nun den Ansatzpunkt fiir Verfahren hoherer Ordnung auch fiir nichtlineare Systeme.

Die beiden Konzepte, die in diesem Abschnitt gezeigt wurden, sind Upwind- Verfahren. Das
bedeutet, dass vor dem Aufstellen des Schemas erst festgestellt wird, woher die Information
eigentlich kommt, womit man iiberfliissige Diffusion vermeidet.

Im linearen Fall ist das ganz unbestritten eine sehr praktikable Idee, denn schliefilich muss
man nur ein einziges Mal die Eigenvektoren der Systemmatrix A bestimmen, und man kann
dann diese Information immer wieder verwenden. Im nichtlinearen Fall ist dagegen die Infor-
mationsrichtung immer wieder neu zu bestimmen, und das Losen der Riemannprobleme ist mit
sehr hohem Aufwand verbunden und nicht immer ganz unproblematisch.

Wenn man diesen Schwierigkeiten aus dem Weg gehen will, dann wéhlt man besser Zentrale
Differenzen. In Abbildung 16 rechts sieht man am Beispiel des Lax-Friedrichs-Verfahrens,
dass bei einem solchen Konzept in jeder Zelle [x;_ /2> Tjg1 /2] iiber einen kompletten Riemann-
Fécher integriert wird (wenn der Zeitschritt klein genug ist). Ein Riemann-Léser wird also nicht
benotigt.

Der Preis ist natiirlich eine signifikant hohere numerische Viskositét, aber auch dieses Kon-
zept kann man auf héhere Ordnung bringen, indem man die stiickweise konstante Reprisenta-
tion durch eine stiickweise lineare ersetzt (siehe etwa [6]).
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Abbildung 17: Entstehung von Oszillationen
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Abbildung 18: Slope limiter

6.5 Hybride Schemen

Wir haben gesehen, dass Verfahren héherer Ordnung an glatten Losungen sehr genau arbeiten
(siehe Abbildung 12), bei Unstetigkeiten aber an den unangenehmen Eigenschaften des Disper-
sionstermes leiden, der durch die hohere Ordnung entsteht und zu Oszillationen fithrt (siehe
Abbildung 17 oder auch Abbildung 13).

Wir hétten also gerne ein Verfahren hoherer Ordnung, welches an den Unstetigkeiten viel-
leicht gerade so viel Diffusion einstreut, dass die Oszillationen verschwinden.

Eine naheliegende Idee eines Kompromisses zeigt die Abbildung 18. Verfahren, die auf dieser
Idee beruhen, nennt man Slope-limiter- Verfahren.

Eine weitere Idee ist, mehrere numerische Flussfunktionen einzusetzen. Um dispersive Ef-
fekte zu vermeiden, wird man sich wiinschen, dass an Unstetigkeiten ein Fluss von niedrigerer
Approximationsordnung zum Einsatz kommt, wohingegen man {iberall sonst gerne hohe Ge-
nauigkeit hiitte. Hybride Strategien dieser Art nennt man Flux-limiter- Verfahren.
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Ein dhnlicher Gedanke liegt den (W)ENO-Verfahren (weighted essentially non-oscillatory
schemes) zugrunde. Hiebei wird versucht, zu vermeiden, dass der Approximationsstern sich
iiber eine Unstetigkeit erstreckt. Eine gute Einfiithrung in solche Methoden ist etwa [8].

Wieder ein anderer Weg, Verfahren von héherer Ordnung zu stabilisieren, ist der gezielte
Einsatz von kinstlicher Viskositdt. Zu dieser Verfahrensklasse zéhlen unter anderem auch
Stabilisierungstechniken fiir Galerkin-Verfahren (wurden in dieser Vorlesung nicht behandelt)
wie etwa Stromliniendiffusion (siehe z. B. [4], pp. 117ff).

SchlieBlich sollten noch die Linienmethoden erwihnt werden. Dies ist vor allem dann inter-
essant, wenn Genauigkeit von héherer Ordnung als 2 angestrebt wird. Man definiert zu diesem
Zweck zun#chst Fluss-Approximationen von hoherer Ordnung an den Zelliibergéingen, womit
man eine Vielzahl von ODEs in Zeitrichtung erhélt. Diese Methoden heiflen deswegen auch
semi-diskret. Natiirlich miissen die ODEs erst noch integriert werden, aber die Ordnung dieser
Integration kann frei gewédhlt werden, unabhéingig von der rdumlichen Diskretisierung.

7 Konvergenz skalarer Verfahren

7.1 TV-Stabilitit

Wie erwiihnt, ist der im Abschnitt iiber lineare Methoden erwiihnte Aquivalenzsatz von Lax
nicht auf nichtlineare Methoden iibertragbar.

Der Satz von Laz- Wendroff liefert ein Designkriterium, welches verhindert, dass ein Differen-
zenschema gegen eine Funktion konvergiert, die keine schwache Losung des Erhaltungsgesetzes
ist. Das zugehorige Korollar garantiert zudem, dass Schemen, die das diskrete Entropiekrite-
rium (6.17) erfiillen, nur gegen physikalisch korrekte Losungen konvergieren kénnen. Es fehlt
aber noch ein Kriterium, welches die Konvergenz selbst garantiert.

Uberraschenderweise wurde bis zum heutigen Tag noch kein einziges numerisches Verfah-
ren gefunden, dessen Konvergenz man allgemein fiir eindimensionale Systeme von nichtlinearen
Gleichungen mit beliebigen Anfangswerten beweisen konnte. Lediglich fiir bestimmte Problem-
klassen gibt es Verfahren, fiir die man den Konvergenzbeweis fithren kann.

In diesem Abschnitt wird eine Stabilitdtseigenschaft fiir skalare Verfahren vorgestellt, die
den meisten in der Praxis verwendeten Verfahren zu eigen ist.

Definition 7.1 (T'V-Stabilitéit). Ein skalares, eindimensionales Differenzenschema heifit TV-
stabil, wenn es positive Konstante K, R, T und M > 0 gibt derart, dass die stiickweise konstan-
te numerische Approximationsfunktion Uy (z,t) fiir alle Zeitschrittlingen k < K die folgenden
Eigenschaften besitzt:

a) [ TV(U(,t)dt + [Z° TV(U(x,-)de < R;
b) Uk(x,t) verschwindet fiir alle ¢ < T" auerhalb von [—M, M].

Die erste dieser Eigenschaften ist in jedem Fall erfiillt, wenn k/h fiir k& — 0 konstant ist
und die Anfangsdaten kompakten Triger haben. Beides wollen wir in der folgenden Diskussion
voraussetzen.

Die zweite Eigenschaft kann man im Fall von konservativen Schemen (und nur dieser inter-
essiert uns) abschwichen zu der Forderung, dass die eindimensionale Totalvariation zu jedem
Zeitpunkt ¢, gleichméBig (unabhingig von n) beschrinkt ist:

Lemma 7.2. Ein konservatives, skalares 1D-Schema mit konstanten Schrittweiten und Lip-
schitz-stetigem numerischen Fluss, fir das es fir alle Anfangsdaten ug mit kompaktem Tréager
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ein ko und ein R > 0 gibt mit der Figenschaft, dass
TV({U;) < R Vn,kmitk < ko, nk < T, (7.1)
ist T'V-stabil.

Beweis. Wie bereits erwithnt, folgt die erste Eigenschaft der TV-Stabilitit (kompakter Triger)
bei konstanten Schrittweiten aus unserer Annahme, dass die Anfangsdaten kompakten Triger
besitzen. Der “raumliche” Anteil der Totalvariation ist aufgrund der Annahme (7.1) klarerweise
beschrénkt, denn

T T/k
/ TV(U"(t))dt = Y kTV(U") < RT. (7.2)
0 n=1

Es fehlt also nur eine Schranke fiir die zeitliche Variation. Dazu halten wir zunéchst fest,
dass

T/k

/ VU, Y)de = 3 [U = U . (7.3)
- n=1
Da wir n. V. ein konservatives Schema mit konstanten Schrittlingen vorliegen haben, ist
U™ U =k Y0 [FUTG) = F(U" -1 (74)
j=—o00

Die numerischen Fliisse F'(U, j) héngen von einer endlichen Zahl von Werten U; ab. Aus
der gleichmifigen Beschrinkung (7.1) der Totalvariation folgt nun auch die gleichmifBige Be-
schrinkung von |U j"\, was uns mit der Lipschitz-Stetigkeit von F' zu einer Schranke

q
|F(U"™,5) — F(U",j—-1)| < Kﬁgﬁ’qu}Lﬂ - U}L+i—1| < K Z |Ugn+z' - U;l+i—1| (7.5)
<i< =

fithrt, wobei p und ¢ die linke und rechte Breite des Sternes des numerischen Flusses F' mar-
kieren. Mit (7.4) erhélt man

q 00 q
U7 =0y < kK> Y UR, U, | = kK > TV(U™) < kK(p+q+1)R.

t=—p j=—00 i=—p
(7.6)
Mit (7.3) erhalten wir die gewiinschte Schranke fiir die zeitliche Totalvariation als
/ TV({U™(z,))dr < K(p+q¢+1)RT . (7.7)
|

Da die Menge der TV-stabilen L;-Funktionen eine kompakte Menge ist, besitzt jede Folge
U} von Losungen eines eindimensionalen, skalaren Differenzenschemas, das die Voraussetzungen
von Lemma 7.2 fiir & — 0 erfiillt, eine konvergente Teilfolge. Aufgrund des Satzes von Lax-
Wendroff miissen aber alle konvergenten Teilfolgen schwache Losungen liefern. Wenn man
nun noch auf die Einhaltung der diskreten Entropiebedingung (6.17) achtet, geniigen diese
nach Korollar 6.5 auch der kontinuierlichen Entropiebedingung (1.26). Falls die Entropielosung
eindeutig ist, ist in diesem Fall sogar die Konvergenz des Differenzenschemas garantiert.
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7.2 Stabilitatskriterien

In diesem Abschnitt werden einige Designkriterien fiir skalare Differenzenschemen vorgestellt,
welche aus der Theorie fiir skalare Gleichungen motiviert sind. Das am wenigsten restriktive
Kriterium, das wir hier vorstellen, ist die Erhaltung der Monotonie von Anfangsdaten:

Definition 7.3 (Monotonie-Erhaltung). Ein skalares, eindimensionales Differenzenschema,
das fiir monotone Anfangsdaten in jedem Zeitschritt monotone Losungen erzeugt, heif3t monotonie-
erhaltend.

Das néchste Kriterium schrinkt den Losungsraum schon ein wenig mehr ein:

Definition 7.4 (TVD). Ein skalares, eindimensionales Differenzenschema heifit TVD (total
variation diminishing), wenn

V(U™ < TV(U™) (7.8)
fiir alle Gitterfunktionen U™.
Lemma 7.5. Jedes TVD-Schema ist monotonie-erhaltend.

Beweis. Wenn monotone Anfangsdaten vorliegen, dann muss TV (U°) gleich |[UY_  — U ||
sein. Aufgrund der TVD-Eigenschaft kann diese Totalvariation nicht wachsen, also TV (U™) <
1020 = US|

Da andererseits jeder Zeitschritt einen endlichen Abhéngigkeitsbereich hat, muss UJ' — U
fiir alle n. Falls nun U™ nicht monoton wire, miisste TV(U™) > ||U°  — U || sein, was wir

oben ausgeschlossen haben.
O

Definition 7.6 ({;-Kontraktion). Ein skalares, eindimensionales Differenzenschema 7 heifit
l1-kontrahierend, wenn fiir zwei beliebige Gitterfunktionen U™ und V", deren Differenz U™ — V™
kompakten Triager hat, die folgende Ungleichung gilt:

17(0") =T(V")l < IU"=V"|1. (7.9)
Lemma 7.7. Jedes [ -kontrahierende Schema ist TVD.

Beweis. Wir nehmen an, dass die Anfangsbedingungen von U und V nur um einen Gitterpunkt
verschoben ist. Da die Differenzenschemen translationsinvariant sind, bleibt diese Verschiebung
im Lauf des Verfahrens aufrecht. Klarerweise gilt dann

1 1
TV(UnJrl) — E|‘Un+1_vn+1Hl S E”Un_Vn”l — TV(U"+1).

O

Definition 7.8 (Monotonie). Ein skalares, eindimensionales Differenzenschema heifit mono-
ton, falls fiir zwei Gitterfunktionen U,, und V,, gilt, dass

M n+1 n+1
Vj" < UjL = VJ < Uj . (7.10)
Lemma 7.9. Jedes monotone Schema ist l1-kontrahierend.

Beweis. Siehe [1].
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Dieses Kriterium ist also das strengste von allen. In der Tat schriankt es die Moglichkeiten
ziemlich ein:

Lemma 7.10. Jedes monotone Schema ist hichstens von erster Ordnung.

Beweis. Siehe [3].
O

Trotzdem sind ist dieses Kriterium sehr populér, weil es zum einen sehr einfach zu iiberpriifen
ist und zum anderen ohne weitere Zusatzkriterien Losungen liefert, die der Entropiebedingung
geniligen:

Lemma 7.11. FEine mittels eines konsistenten, monotonen Differenzenschemas erzeugte Lisung
mit fiziertem Quotienten k/h konvergiert fiir k — 0 gegen eine Entropielésunyg.

Beweis. Siehe [1] oder [3].

Schlussbemerkungen

In dieser Vorlesung wurden einige Eigenschaften einer fiir die Praxis wichtigen Klasse von ein-
dimensionalen hyperbolischen PDEs andiskutiert, welche fiir deren numerische Behandlung von
zentraler Bedeutung sind. Nicht behandelt wurde allerdings die Problematik von Randbedin-
gungen, da dies den Rahmen eindeutig gesprengt hétte.

Die behandelten Eigenschaften fithrten uns zu dem Designkriterium ,, Konservativitdt®, und
beispielhaft wurden einige Verfahren benannt, welche diesem geniigen.

Ausfiihrlich wurde das Problem der numerischen Dispersion diskutiert, welche bei der Ap-
proximation der Unstetigkeiten durch Verfahren hoherer Ordnung entsteht, und es wurden
einige Konzepte zu deren Vermeidung benannt.

Numerische Methoden fiir mehrdimensionale Gleichungen blieben in dieser Vorlesung aus-
geklammert, aber viele der gezeigten Konzepte konnen unmittelbar auf mehrdimensionale Glei-
chungen iibertragen werden. Aus diesem Grund wurden auch keine Verfahren diskutiert, welche
explizit die Unstetigkeiten verfolgen und diese extra behandeln, denn solche Konzepte sind fiir
mehrdimensionale Gleichungen kaum in praktikabler Weise zu verallgemeinern.

Es gibt sogar eine Verfahrensklasse fiir mehrdimensionale Gleichungen, welche direkt eindi-
mensionale Verfahren verwendet. Solche ,,dimensional splitting” Konzepte sind aber im nicht-
linearen Fall um einiges komplizierter als im linearen, der ja in der Vorlesung auch diskutiert
wurde.

Daneben gibt es noch eine Reihe anderer Verfahrensklassen, wobei vor allem Finite Volumen-
methoden, Unstetige Galerkinverfahren und Stromliniendiffusionsverfahren eine wichtige Rolle
spielen. Erstere diskretisieren das integrale Erhaltungsgesetz (1.1) und sind daher eine natiirli-
che Verallgemeinerung der in dieser Vorlesung diskutierten Methoden. Letztere attackieren die
schwache Formulierung (1.16) und haben auch ihre eindimensionale Entsprechung, welche aber
ebenfalls keine Aufnahme in diese Vorlesung finden konnte. Natiirlich gibt es auch im mehrdi-
mensionalen Fall Linienmethoden, d. h. die Entkoppelung der Diskretisierungen von Zeit und
Raum.

In jedem Fall ist es im mehrdimensionalen Fall sehr schwierig, praktikable Stabilitétskrite-
rien zu finden. So besagt etwa ein bekanntes Resultat von Goodman und LeVeque, dass mit
Ausnahme von trivialen Féllen jede Methode, die in zwei Dimensionen TVD ist, hochstens von
erster Ordnung sein kann.

Weiterfithrendes auf fast allen Gebieten bicten etwa [2] und [4].
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