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4. Ubungsblatt zur Vorlesung “Modellierung mit Differentialgleichungen”

(Grenzschichtprobleme I1)

1. Aufgabe:

Wir betrachten das Randwertproblem

(a)

—eu" —u' =0, ze€(0,1), u(0)=0,u(l)=1.
Berechnen Sie die exakte Losung u. des RWPs.

Berechnen Sie lim u.(z) fiir beliebiges = € (0, 1] sowie u.(0).

e—0

Zeigen Sie, dafl u. Grenzschichtverhalten an x = 0 hat.

Transformieren Sie das Problem auf homogene Randbedingungen und geben Sie
seine schwache Formulierung in HJ(0,1) an. Ist die zugehérige Bilinearform sym-
metrisch und/oder positiv definit?

Zur numerischen Losung kann man die Ableitungen wie folgt approximieren:

x+h)—u(x—h)
2h ’

o () ~ w(x 4+ h) — 2u(z) + u(zr — h)’ i () ~ u(

2 h > 0.

Wie sieht dann die Néherungslosung u; ~ u(jh), j = 0,...,n, h = 1/n aus?
(Hinweis: Ansatz u; = p’.) Vergleichen Sie limy,_,o u; mit limp, o u(h).

Untersuchen Sie das Gleiche fiir die Diskretisierung

o () ~ u(x 4+ h) — 2u(z) + u(z — h)7 i () ~

h2

2. Aufgabe:

Betrachten Sie die Gleichung

2

—_ N

—*u" +u=f wu0)=0 wul)=1 und f(a:’):{(l) fiir (3<x

Losen Sie das Randwertproblem. Wo hat man es mit einer Grenzschicht zu tun?
Bestimmen Sie die reduzierte Losung sowie die Grenzschichtlosung.



3. Aufgabe:

Wir betrachten die Funktion aus Beispiel 1.9 Skript:

e—x/e

T + &2

us(x) = :1:( +1), x € [0,1].

Zeigen Sie:
e 4 mit u(x) = x erfiillt die Bedingung aus Satz 1.5 Skript.

o & =x/e, & = x/e? sind Grenzschichtvariablen. Berechnen Sie die lokalen Grenz-
werte von u. beziiglich &, & und deren Definitionsbereiche.

e Die Koeffizientenfunktionen #;, %y, 4; in der asymptotischen Entwicklung von u.
(vgl. Seite 16 Skript) haben die Darstellungen:

1—e & . B 1
& m(&)_l‘i‘fz'

111(.’17) = O, fbl(fl) =



