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1. Aufgabe (1.5 Punkte)

Bei der Berechnung eines interpolierenden kubischen Splines mit natürlichen Randbe-
dingungen ergibt sich ein symmetrisches, tridiagonales Gleichungssystem, vgl. Vorlesung.
Zeigen Sie für den Spezialfall äquidistanter Stützstellen, daß die Systemmatrix positiv
definit ist.

2. Aufgabe (3 Punkte) (1+1+1)

Bei der Diskretisierung der zweiten Ableitung einer Funktion (etwa zur Lösung eines
Randwertproblems gewöhnlicher Differentialgleichungen) auf einem äquidistanten Gitter
xj = j/n, j = 0, . . . , n tritt die folgende tridiagonale Matrix auf:

A =


2 −1 0
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
0 −1 2

 ∈ R(n−1)×(n−1)

a) Weisen Sie nach, daß A positiv definit ist.

b) Spezialisieren Sie den Algorithmus für die Cholesky–Zerlegung auf den Fall einer
tridiagonalen Matrix.

c) Geben Sie die die Cholesky–Zerlegung von A explizit an.

3. Aufgabe (2 Punkte)

Sei ϕ(1) der lineare B–Spline mit suppϕ(1) = [x1, x3] und xi = i− 1, i = 1, 2, 3.
Zeigen Sie:

ϕ(1)(x) =
2∑

k=0

hk ϕ
(1)(2x− k),

mit h0 = h2 = 1/2 und h1 = 1. Verdeutlichen Sie den Sachverhalt anhand einer Grafik.



4. Aufgabe (3.5 Punkte) (1+2.5)

Gegeben sei die Knotenmenge ∆ = {x0, . . . , x2m} ⊂ [0, 1] mit xk = k/2m, k = 0, . . . , 2m.

Sei {ϕ(1)
1 , . . . , ϕ

(1)
n } die B–Spline–Basis des Raumes der linearen Splines bzgl. ∆.

Zeigen Sie

a) Es ist

ϕ
(1)
k (x) = ϕ(1)

(
2mx− (k − 2)

)
, k = 2, . . . , n− 1,

wobei ϕ(1) den linearen B–Spline aus der 3. Aufgabe bezeichnet.

b) Es gilt die Normäquivalenz

2−m

6

n∑
k=1

γ2
k ≤

∥∥∥ n∑
k=1

γk ϕ
(1)
k

∥∥∥2

L2(0,1)
≤ 2−m

n∑
k=1

γ2
k ,

wobei die γk ∈ R für k = 1, . . . , n sind.
Hier bezeichnet ‖f‖2

L2(0,1) =
∫ 1

0
|f(x)|2 dx die L2–Norm von f .

Hinweis: Zeigen Sie ‖
∑n

k=1 γk ϕ
(1)
k ‖2

L2(0,1) = 〈g, Ag〉Rn mit g = (γ1, . . . , γn)> und

A = (aij)i,j=1,...,n, aij = 〈ϕ(1)
i , ϕ

(1)
j 〉L2(0,1). Die Matrix A ist dann positiv definit.

Abgabe der Lösungen zu den theoretischen Aufgaben am Di, 13.2.01 vor der Vorlesung.
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