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1 Einleitung

1.1 Definitionen, Beispiele

Fast alle physikalischen Grofen hdngen von Raumkoordinaten zq, x5, z3 und der Zeit ¢
ab.

Definition 1.1 (partielle Differentialgleichung)

Gleichungen, die die partiellen Ableitungen einer Funktion
u=u(x): R" - R, = (x1,..,2,)7 enthalten, heissen partielle Differentialgleichun-

gen:

) ou ou  0%u
"0z, Oz, 01107y

F(zy,...,xp, iy o) =10

Die partiellen DGLn lassen sich nicht einheitlich analysieren. Man unterscheidet mehrere
Typen von Gleichungen, die verschiedene Eigenschaften besitzen und auch unterschiedli-
che numerische Methoden erfordern.

Beispiel 1.1 (part. DGL 1. Ordnung)

iu($1,w2) =0

8301

Offenbar muss u(zy,x2) unabhéngig von x; sein, d.h. die Losung ist u(xy,x2) = ¢(z2a).
Die Funktion ¢p(x9) ist beliebig!

Beispiel 1.2 (lineare Transportgleichung, Advektionsgleichung)

u+cu, =0; t>0, xelR
u(t,x) = up(x — ct)
uop(z)...An fangsbedingung



1 FEinleitung

Modell: gleichférmiger Transport; zB Partikel in gleichméfiger Stromung

Beispiel 1.3 (Laplace-Gleichung)

Sei 2 C R? ein Gebiet.
Gesucht ist die Losung von

0’u  0%u

6_17% a—x%:O, \V/ZL‘hl'QEQ.

Au(zy, xe) =

Mogliche Losungen sind:

u(zy, xe)=11 + 9,

u(xy, To)=23 — 3,

u(x17$2):lnv LL’% + .T%, (%1,33’2) 7é (an)

Zur eindeutigen Festlegung der Losung benotigt man die Randbedingungen auf dem Rand
[' =09, zB. u(x1, 22)|(2),20)er = @(21, T2)

Modell: stationdre Temp.-Verteilung in €2, homog. Medium, keine Quellen

Beispiel 1.4 (Wellen-Gleichung)

Sei t > 0 und = € R. Gesucht ist die Losung von

Pu 0%

W_Cﬁ’ t>0, .TGR

Alle Losungen sind gegeben durch

ult,x) = f(x +ct) + gla — ct),

wobei f und g beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktionen sind.
Geeignete Anfangswerte sind z.B.

w0, x)=p(z)
ur(0, 2)=¢(x)



1.1 Definitionen, Beispiele

Die Losung lautet dann (d” Alembert’sche Formel)

x+ct

[o(z + ct) + p(x — ct)] + 2% / P(z)dz.

N | —

u(t,z) =

Modell: Schwingung einer idealen Saite

Beispiel 1.5 (Warmeleitungsgleichung)

Gesucht ist eine Losung von

ou  O%*u
— =— t>0 R.
ot~ o2 » TE

Der Separationsansatz u(t,z) = v(t) - w(x) liefert eine Losung:

2

u(t,z) =e “'-sincx, ceR.

Weitere Losungen durch Linearkombinationen:

T
u(t,z) = E aje” Gt - sincjx
J

Fir ¢t > 0 ist aber

o
_(asfz)2
up(z)e”  dz

u(t,x) =

1
VAt
(z.B. mit einer stetigen und beschrankten Funktion ug(z)) ebenfalls eine Losung, die sogar

die Anfangsbedingung
u(0,2) = up(x), zeR

erfiillt.

Modell: t-abhéngige Temp.-Verteilung, Wérmeleitung

Beispiel 1.6 (Stokes-Gleichungen)

In dem System

divu(xy, z2) =0, u = (up,uz)’ : R? — R?
Au(xy,z2) + Vp(21,22) =0, p:R* =R



1 FEinleitung

ist u(zy, ) die Stromungsgeschwindigkeit, wiahrend p(x1,z5) den Druck bezeichnet.

Modell: stat. Stromung einer viskosen, inkompressiblen Fliissigkeit konstanter Dichte.

Beispiel 1.7 (Euler-Gleichungen, nicht lin. System)

Sel

t,x) die Dichte
t,x) die Geschwindigkeit
E(t,z) die totale Energie
t,x) der Druck des Gases

Die (eindimensionalen) Fuler-Gleichungen lauten:
pr + (pv) =0 (Massengleichung)

(pv): + (pv?* +p),=0 (Impulsgleichung)
E,+ (v(E+p)), =0 (Energiegleichung)

Es gilt: £ = % pv®+e, wobei e die innere (Rotations- bzw. Vibrations-) Energie bezeichnet.

Annahme: e ist eine gegebene Funktion der Dichte bzw. des Drucks:

e=-¢e(p,p) (Zustandsgleichung)

Schreibweise:

u=(p,pv, B)T : R} xR, — R3
fw) = (pv, pv* + p,v(E + p))"

Die Euler-Gleichungen sind dann

w + (f(w)e =0

Modell: instat. Stromung einer kompressiblen, nicht-viskosen Fliissigkeit (bzw. Gas)

1.2 Typeneinteilung bei Gleichungen zweiter Ordnung

Grund: vollig unterschiedliche Eigenschaften

Die allgemeine lineare Differentialgleichung in zwei Variablen z und y lautet:



1.2 Typeneinteilung bei Gleichungen zweiter Ordnung

a(, y)uae + 2b(x, y) ey + c(z,y)tyy +d(2, y)us + e(z, y)uy + f(z,y)u = g(z,y) (1.1)
Haugtteil

Definition 1.2

Die Gleichung (1.1) heifst

a) elliptisch in (z,y), falls a(z, y)c(z,y) — b*(z,y) > 0
b) hyperbolisch in (x,y), falls a(x,y)c(x,y) — b*(z,y) <0

¢) parabolisch in (z,y), falls ac — b* = 0 und

rg(“ b d):2 in(z,y).

b ¢ e

d) Die Gleichung (1.1) heiRt elliptisch (hyperbolisch, parabolisch) in © C R?, falls sie
in allen Punkten (z,y) € Q elliptisch (hyperbolisch, parabolisch) ist.

Beispiel 1.8
a) Laplace-Gleichung ist elliptisch: a = c=1,b=0=ac—b* =1
b) Wellengleichung ist hyperbolisch: ¢ = 1,¢ = —1,b =0 = ac — b* = —1

¢) Wirmeleitungsgleichung ist parabolisch:

- - - T 10 0\
a=1b=c=d=0,e=—-1=ac—b"=0, rg(o 0 —1 =2

Verallgemeinerung;:
Sei u(x) = u(zy,...,x,) : R" - R

A(z) e R a(z) e R",b(z) € R, f(z) € R
Die allgemeine lineare Dgl. zweiter Ordnung lautet

(A(x)V,Vu) +(a(x), Vu) + b(z)u = f(z)
—_—

~Hauptteil”

T

iV = (2 0 i
wobei V = <8$1,..., 5o ) Ist.

O.B.d.A. sei A(x) = AT(z); d.h. alle Eigenwerte sind reell.
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Definition 1.3

Diese Gleichung heifst in x
a) elliptisch, falls A\;(A(z)) >0 Vj=1,...,n oder \;j(A(z)) <0 Vj=1,...,n ist.
(d.h. falls A(z) positiv oder negativ definit ist)

b) hyperbolisch, falls n — 1 Eigenwerte von A(x) gleiches Vorzeichen besitzen, und ein
Eigenwert das andere Vorzeichen hat.

c¢) parabolisch, falls ein Eigenwert verschwindet, die iibrigen n — 1 Eigenwerte das glei-
che Vorzeichen besitzen und Rang (A(z), a(z)) = n, wobei a(x) = (ai(z), ..., an(z))T.

Bemerkung: Es sind nicht alle Félle abgedeckt. Die iibrigen heifsen ultrahyperbolisch und
finden wenig Anwendung.

1.3 Typeneinteilung bei Systemen erster Ordnung

Gleichungen hoherer Ordnung sind stets in Systeme 1. Ordnung transformierbar (vgl.

Gew. DGL.).

Sei u(z,y) : R* — R™ eine vektorwertige Funktion,
A(z,y) e R, B(x,y) e R™", f(z,y) € R™

Ein allgemeines lineares System 1. Ordnung lautet:

Ug _A(Iay)uy —l—B(m,y)u = f(‘ray> (12)
—— ——

Hauptteil

Bemerkung:
Anders als in Abschnitt 1.2 kann A nichtsymmetrisch sein und komplexe Eigenwerte be-
sitzen!

Definition 1.4

A(z,y) € R™™ heilt reell-diagonalisierbar, wenn die Eigenwerte Ay, ..., A, reell sind, und
eine Zerlegung A = S7'AS mit A = diag(\y, ..., \,) existiert.

Definition 1.5

10



1.3 Typeneinteilung bei Systemen erster Ordnung

Das System (1.2) heifst in (z,y)

a) hyperbolisch, falls A(z,y) reell-diagonalisierbar ist.

b) elliptisch, falls alle Eigenwerte von A(x,y) nicht reell sind.

Bemerkung:

Falls A symmetrisch ist oder n verschiedene reelle Eigenwerte hat, ist das System hyper-

bolisch, da diese Bedingungen hinreichend fiir reelle Diagonalisierbarkeit sind.
Insbesondere ist eine einzelne DGI 1. Ordnung stets hyperbolisch.

Beispiel 1.9 (Cauchy-Riemann-Gleichungen)

{wx+vy:() (w) (wx)
=y = = U, =
wy — v,=0 v Vg

=0 (o) (), =0

0 1 .
A=— < 10 ) mit )\1’2(14)

Das System ist elliptisch:

Wyy + Vzy=0
T Y = Wy + wyy — O
Wyy — VUgy=0
und

Way + Vyy =0
= Uyy + Vg = 0
{ Wy — Ua:xzo v x:c

Beispiel 1.10

Erfiillen w und v das System

Wy + v, =0
w + v, =0,

so 16st v die Warmeleitungsgleichung

=+i¢R

... w harmonisch

... v harmonisch

Vgy = — Wy = Vy.

11



1 FEinleitung

Das System ist weder elliptisch noch hyperbolisch:

() OG0

Die Eigenwerte von A = — ( 8 [1) > sind reell: A\; 5 = 0. A ist aber nicht diagonalisierbar!

Ref: [Hal] §1

12



2 Differenzverfahren fiir
parabolische Probleme

2.1 Mathematische Modelle

Typische physikalische Prozesse, die auf parabolische partielle Dgln fiithren, sind

Beispiel 2.1 Wdirmeleitung

cp% = div(k grad u) + f (2.1)
u(z,t) :© [K]  zeQcRYd=1,2,3),t>0 ... Temperatur

c : [@LK] spezifische Wirme

p : [£%]  Dichte

k : [=2-] Wirmeleitkoeffizient

/ (23] Wirmequelldichte.

Q) ist ein isotroper Kérper, sonst ist k = k(z) € R%¢ eine mogliche Verallgemeinerung.

Folgende Zusatzbedingungen sind mathematisch notwendig und physikalisch sinnvoll:

a) Anfangsbedingung (AB): u(z,0) = up(x),x € Q

b) Randbedingungen (RB):

1)
u(z,t) = i (x,t),r €' =00,t >0 (2.2)

(Dirichlet-Randbedingung, RB 1. Art)

13



2 Differenzverfahren fiir parabolische Probleme

2)

kj%(z,t) = po(x,t),x €'t >0 (2.3)

(Neumann-Randbedingung, RB 2. Art)
. auBerer Einheitsnormalenvektor

n..
3) kG4(x,t) = o(u(x,t) — ps(x,t)), €T, t>0
(Robin-Randbedingung, RB 3. Art)

Beispiel 2.2 Diffusion

c%: div(Dgradu), 2 € Q C R ¢ >0

u(z,t): [-5] Konzentration

V.
c: 1] Porosititskoeffizient (c ~ Vp>

2

D: [m—] Diffusionskoeffizient

s

+ Anfangs- und Randbedingungen.

Definition 2.1 (klassische Lisung)

Eine Funktion u(x,t) heilt klassische Losung von (2.1) und (2.2) (bzw. (2.3)), falls

1) wel*(Qx(0,7))nC(Q x [0,7T)).
—_——
Raum-Zeit-Zylinder
Der erste Exponent gibt die z-Differenzierbarkeit an, der zweite die t-Differenzierbarkeit.

2)  (2.1), (2.2) (bzw. (2.3)) sind punktweise erfiillt.

Die folgenden Probleme verhindern die Existenz klassischer Losungen:

a) ein nichtglatter Rand T’
b) nichtglatte Daten (AB oder RB)

c) Kompatibilitdtsbedingungen (zwischen AB und RB) nicht erfiillt

In §5 werden wir daher schwache Losungen von PDGlen betrachten; diese bilden dann
die Grundlage der FEM (§6).

Beispiel 2.3

14



2.2 Differenzverfahren fiir eindimensionale parabolische Aufgaben

Die analytische Losung (mit der Annahme u(oo,t) = 0) lautet

u(z, t) \/>/ (t - 2—72) e 27 dr. (2.4)

Berechnung z.B. mit Laplace-Transformation (in der Zeit-Variablen):

Die Ableitung u; in (2.4) ist nur beschrankt (fiir ¢ — 0), falls A(0) = 0 gilt. Dies ist die
sog. Kompatibilitdtsbedingung.

Bem: Glattungseigenschaft von parabolischen Anfangs-Randwertproblemen: Falls f glatt
ist, wird die Losung u mit wachsendem ¢ glatter (Bsp — Ubung).

2.2 Differenzverfahren fiir eindimensionale
parabolische Aufgaben

Wir betrachten das Problem

g?—aQZ flz,t) , 0<zx<1,t>0 (2.5)
u(z,0) =up(x) , 0<z<l1
u(0,1) = po(t)
u(1,t) = pa(t)

Die Diskretisierung ist wie folgt: (h = Az, k = At)

rj = jh , 73 = 0,1,...,J
t, = nk , n 0,1,.... N

h = 1 . .
P 07 “Schrittweiten”

15



2 Differenzverfahren fiir parabolische Probleme

Wir ersetzen Q = (0,1) und Q = [0, 1] durch die Gitter

O = {x; , j=1,.,J—1} , Iy ={xo,2,} Rand

Q, = {z; , 7=0,1,....J} , (aufQ, def.) Gitterfunktion
Bezeichnung:

up ~u(rj,t,); j=0,....,J; n=0,..,N

Definition 2.2 (Gitterfunktion)
FEine Familie der Vektoren

uf = (uy, .., un) T € R n=0,..,N
heifit (auf Q,, definierte) Gitterfunktion
Sei v(x) eine geniigend glatte Funktion, v; ~ v(x;).

Definition 2.3 (Differenzenquotienten)
Die folgenden Differenzenquotienten nennt man

Div; = =5 Vorwirtsdifferenz
Dyv; = === Riickwartsdifferenz
Div; = =it zentrale Differenz
D2y, = U”FQ}L# zweite Differenz

Es gilt offenbar:

1
Div; = §(D:Uj + D, v;), Div; =D} D v; =D, D}v;

Aus der Taylorformel fiir v(x) an der Stelle z; ergibt sich:
+ ! h " 2
Dyvj = vi(z;) + v (z5) + O(h7)
h

Dy = () = 5v"(w;) + O(R)

Dyv; = '(z;) + O(h?), Div;=1"(x;) + O(h?)
Definition 2.4 (Konsistenz(-ordnung))
Sei L ein Differentialoperator.

Der Differenzenoperator Ly, : R7*t — RI*L heifit mit L konsistent (approzimiert L) mit
der Ordnung p, wenn

| Lnun — Lu| ., = ax |(Lnupn)j — (Lu)(x;)| = O(hF)

gilt.

16



2.2 Differenzverfahren fiir eindimensionale parabolische Aufgaben

| oo, heift die diskrete Mazimumsnorm (auf )

D.h. D, D7, D° sind konsistent mit L = a% mit der Ordnung 1,1,2.
D? ist konsistet mit L = 8‘9—;2 mit der Ordnung 2.

Beispiel 2.1

Betrachtet wird der folgende Differentialoperator

= 2 ().

Wir definieren

1 Uig] — Ui Us; — U5
. D+ - j+1 J J j—1
(Lnun)j = Dy ajDyu; = o | @1 = T ;
A ~~ J/ A ~~ J/
~u/ (x;) ~u/ (x5)

wobei a eine Gitterfunktion ist.
Ziel: Bestimmung von a flir 2. Approximationsordnung.

Es gilt

(Lhuh)j _ aj+lh_ a; u'(a:j) + ajJrl;_ a; u//(

(Lu)(z;) = X' () (2;) + x(a;)u (x5)

s — a.
)+ BG4 o)

d.h.
(L) = (L) = (7 o) )l + (25 = (e ) o)
h

+ (aj+16_ aj)u///<xj) + O(h2)

Ly, approximiert L mit der Ordnung 2, wenn

Clj+1 + Clj

ST () + O(h?),

h
Moégliche Varianten sind

= x(z;) + O(h?)

) gy = 5 Do)+ x(ego)]
2)  aj=x(z; — %h)
3) a4y = x(a) - x(@i)

17



2 Difterenzverfahren fiir parabolische Probleme

Bemerkung:
Die ,nattirliche” Wahl a; := x(z;) garantiert nur die erste Approximationsordnung.

Fiir parabolische Gleichungen bezeichnen wir

untt —

Dfu = 21— usw.

J k

Um die Gleichung aa—’t‘ = % + f in (zj,t,) zu approximieren, benutzen wir die folgende
Differenzenschablone (Diskretisierungsstern):

.(x‘;"twl)

G‘H’t") (xi’tn) (x.fw’n)

explizites Schema

_ ul g —2ul +uly Lo
k» h2 J

d.h. Dfu} = DZuf} + ¢} — explizite Rekursion fiir

n+1
J

18



2.2 Differenzverfahren fiir eindimensionale parabolische Aufgaben

oder

(x j-12 IHI ) (Y/’t11+1) GCH]’tIH-l)
®

(x‘/,t”)

rein implizites Schema

Dfuf = D2l + ¢ = u!*! aus lin. Gleichungssystem.

Das gewichtete Schema (“©-Schema”) ist

Dfuj = 0D + (1 —-0)Du} + ¢}, 0<0 <1

©: “implicitness parameter”

Lemma 2.1 Das ©-Schema approximiert die Wirmeleitungsgleichung mit

1 1
a) O(h*+k?), falls © = 2 @) = f(a:j,tn+§k:) fiir u € C*3

(Crank-Nicolson Schema)
1 h?
b h* + k2 1 — O =~
) O(h* + k?), falls © =0© 5 190
5 1 1 1 1
0j = g @ita + 5k) + 15 | (@51, ta + SR) + f@gen,ta + 5F)
fiir u € C%?* (Schema mit erhéhter Approzvimationsordnung)

c) Oh*+k), falls © # %, O #06*, ¢! = f(x;,t,) = O(W* + k), firueC*

Beweis: Taylorformel!

19



2 Differenzverfahren fiir parabolische Probleme

2.3 Stabilitat und Konvergenz in [?

Sei Lu = f eine (stationdre, elliptische) partielle Differentialgleichung, die durch das
Differenzenschema Ljuy, = f;, auf dem Gitter €2, approximiert wird.

Definition 2.4 (I°°-Stabilitdt)
Folgt aus Lyuy, = f1, die Ungleichung

1un | oo, = max|up| < C|| fallco,0u

mit einer von h unabhdngigen Konstanten C', so heifst das Verfahren stabil.

Die Konsistenz sichert, dafs der gegebene Differentialoperator approximiert wird. Die Sta-
bilitdt ermdglicht, von den Residuen

(Lnun); — (Lu)(z;)

auf das Verhalten des Fehlers u — u;, zu schliefien.

Bei der Stabilitdatsuntersuchung nach von Neumann geht man wie folgt vor:
Wir betrachten eine homogene Gleichung

Dful = ©Dul" + (1 —-e)Duf, j=1,.,J-1
RB:  wy=u7=0, n=0,1,..
AB: Wl =wy(z;), j=1,...J—1

n+l _ ,n
vj% = Ouw"'D2v; + (1 — ©)w" D2,
= [Ow"™ + (1 - O)w"|D3v;
d.h.
wnt — ™ _ DZv;

= —)\ = konst.

k[Owrt! + (1 —0)w"] v,
Der Vektor v 16st damit die folgende diskrete Eigenwertaufgabe:
Divj—k)\vj =0, 5=1,....,.J—1;, vg=v;=0
oder

Vigr + (AR =2 +v,,=0; j=1,...,J—1
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2.3 Stabilitidt und Konvergenz in 12

Die (nichttrivialen) Losungen dieser Aufgabe sind von der Form

v](-l) = \/§sin7rlxj; j=0,1,..J; l=1,...,J—1 (Eigenfkt. ... harmonische Moden) (2.6)

Es gilt:
sinml(x; + h) + (Ah? — 2) sinwlz; + sinwl(z; — h)
= sinwlz;[2coswlh + \h* — 2] =)
und damit
A= ﬁ(l — cosmlh) = %sin2 %lh < %, l=1,..,J —1 (Eigenwerte)

Damit ergibt sich fiir w™:
w"t —w™ + Nk [Ow™ T 4+ (1 — ©)w"] =0

oder

1—XNk(1—-0)
1+ \NEO

W =g - w"  mit ¢ =

... Verstarkungsfaktor

Definition 2.5 Das Verfahren heifst (12)-stabil, falls |q| < 1 gilt, d.h.

1~ \k(1—0)
< <
- 1+ XNkO T

Die rechte Ungleichung ist immer erfiillt (A, > 0). Fir die linke gilt:
—1—=XNkO <1—-XNk(1-0)

oder

1 1
NEk(1-20)<2: ©>—-——: [=1,..,J-1
l( )_ ) =9 )\lk’ PRERY

Wegen \; < % ergibt sich:

Das Verfahren ist stabil fir alle & > 0 (unbedingt stabil), wenn

erfiillt ist (z.B. rein implizit / Crank-Nicolson).
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2 Difterenzverfahren fiir parabolische Probleme

Fiir 0 < © < Oy gibt es nur bedingte Stabilitat fiir

2
k<" dn[y<

2(1 - 20) D

Formale Fourier-Stabilitdtstechnik (nach von Neumann)

Beispiel: (explizites Verfahren)

Dfuy =D j=1,.,J—1

T ] )

d.h.

Wt — = h—( T 2uf i)

n n n n k:
ujH = (1 =27)uj +y(ufyy +ujy), 7= 2 (2.7)

Man betrachtet eine (harmonische) Anfangsstorung:

u’(z;) = €™ baw. u) =™V, A ER
Diese Storung entwickelt sich zeitlich wie

uy = = ¢ e, (2.8)

wobei die Randbedingungen hier ausser Acht gelassen wurden.

Fiir Stabilitdt muf |¢| < 1 gelten.

Einsetzen von (2.8) in die Verfahrensvorschrift (2.7) liefert nach Division durch gmei"

(=)

qg = 1— 2’7+’7(€i)‘h +e—iAh)

= 1—2y+2ycosAh (2.9)
5 AR
= 1-14 —
7 sin? 5

d.h.

A
g <1 & —-1< —47511127 <1
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2.3 Stabilitidt und Konvergenz in 12

ist erfiillt VA € R, wenn v = % < 5 ist.

N —=

Bemerkung: formale Ersetzungen im Differenzenschema:

4 Ah -
D? s —ﬁsim2 bR D} «—— g

! (vel. (2.9))

Lemma 2.2 (Stabilitit bzgl. der Anfangsbedingung)

Das rein implizite (© = 1), das Crank-Nicolson (© = 1) sowie das Schema mit erhéhter
Approzimationsordnung (6 = ©* = % — % ) sind unbedingt stabil bzgl. der diskreten

12-Norm. Das explizite Schema ist stabil fiir k < %2

Beweis:
Die Vektoren v = v/2sinwlz;, | = 1,...,J —1 aus (2.6) bilden eine ONB im R’~'. Damit
kann der Vektor u™ = (uf,...,u"% )7 € R/~! wie folgt zerlegt werden:

<

-1
u" = w™
~~

=1 €R

Fiir die diskrete {>-Norm dieses Vektors gilt
J—1 J—1
R D SIS DI
j=1 =1
J—1 J—1
_ hZ|qlwn—1,l|2 < hZ|wn—1,l|2 <.
=1 I=1

J-1
< b= )3
I=1

0
Bemerkung:
Diese Art von Stabilitdtsuntersuchungen sind nur
e in /[?>-Norm
e fiir lineare Modellbeispiele mit konstanten Koeffizienten moglich.
Lemma 2.3 Fir © > max(0,0,) mit O := % — % st das Schema
Dfuj = 0D2uf™ + (1-0)Diu) + ¢, j=1,.,J—1 (2.10)

RB: wuy=u;=0 n=01,..

AB:  uf =ug(x;) j=1,..,J—1
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2 Differenzverfahren fiir parabolische Probleme

stabil bzgl. der rechten Seite und der Anfangsbedingung und es gilt:

n
™+l < Jells + 5D ™ Nz

m=0

Beweis:

Basisdarstellung der Losung u” = (uf, ...,u% ;) € R’7! und der Inhomogenitit:

J—-1 J—-1
Ut = Zw”lv(”, QOn _ an lU(l)
=1 =1

Das Einsetzen in die Gleichung (2.10) ergibt mit D?cvj(-l) = —)\lv](-l) (vel. (2.6))

<

~1
(Djw”’l + \Ouw Y 4 A1 — @)w"’l — @Z)"’l)v(l) =0

=1

oder

(1+kNO)DFw™ 4+ Nw™ — ™ =0; 1=1,...,J -1

oder
1—kN(1—0) k
n+1,0 — n,l n,l — l —
w qu™ + BY™, q S WoR By T+ kNG
Damit ergibt sich die Abschdtzung
J—1 J—1 J-1
un-i—l _ an-‘rl,lv(l) _ quwn,lv(l) + Zﬁl¢n,lv(l)’
=1 1=1 =1

|mwﬂbgH§:mm+ﬂ§:m

Fir © > Oy gilt |q;| < 1; ferner |5;| < k VI.

< " "
, S 1ggail |||z + 1%%{1 1Gilll™ (|2

= [lu™ 2 < [lul2 + Elle" 2

O

Die Konvergenz in der [>-Norm folgt sofort aus der Konsistenz (Approximation) und der
Stabilitéat:
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2.4 Tridiagonale Gleichungssysteme

Satz 2.1 Wenn das ©-Schema die Aufgabe (2.5) (mit po = py = 0) approzimiert und
stabil ist, dann konvergiert es mit derselben Ordnung, d.h.

O(h2 + k), O£l otor
n - O(h? + k?), O = %
Hu - u<'>tn)H2 - O(h4 + kQ), 0= @*7

firt, <T =M -k

Bewelis:

Fiir den Fehler €7 := uj — u(x;,t,) gilt:

Dfer = ©DZ2I' +(1-0)D2eh + 4 j=1,...,J—1; n=0,1,..
Fehlergl. eg = €e;=0 n=20,1,..

ey =0 j=1,...,J-1

wobei 1/1?7 den Approximationsfehler (Abschnitt 2.2, Lemma 2.1) bezeichnet.

Aus Lemma 2.3 erhalt man

n—1
le"lls < kZHw [ <k | max ™,

= tn max ([P

<
< T OglagMHw I2

Bem: Der Aquivalenzsatz von Lax liefert auch die Umkehrung:
Sei das Anfangswertproblem fiir eine PDGI. sachgeméf gestellt. Fiir ein konsistentes Dif-
ferenzenverfahren sind dann Stabilitdt und Konvergenz dquivalent. [Str]

2.4 Tridiagonale Gleichungssysteme

Das ©-Schema (© > 0) fiir die Wéarmeleitungsgleichung mit homogenen Dirichlet-RBen
fiihrt auf folgende Gleichungssysteme:

(I+OnT)u =1~ (1-0nT)u" (2.11)
=A Inhomog‘e,nitét fm

mit T := tridiag(—1,2, —1), A = tridiag(—0~,1 + 20+, —6~).
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2 Differenzverfahren fiir parabolische Probleme

Definition 2.6 A = (a;;) € R7*7 heifit

a) M-Matrix, wenn

(Z) aijSO VZ#],

b) A1 >0 (komponentenweise!)
b) irreduzibel diagonaldominant, wenn

a) alle Nebendiagonalelemente # 0;
b) |a”| ZZ]¢1|G,W| VZ:L,J

und mindestens eine Ungleichung strikt gilt.

o A aus (2.11) ist irreduzibel diagonaldominant;
= A ist regulér (It. Lemma 6.2, ,H6éhere Numerik”);
ferner: A ist positiv definit (mit Satz von Gerschgorin)
= LR-Verfahren ohne Pivotsuche anwendbar.

e Laut Satz 6.2, ,Hohere Numerik” (jede irr. diag. dom. Matrix mit positiver Diagonale
und negativer Nebendiagonale ist M-Matrix): A aus (2.11) ist M-Matrix.

Losungsalgorithmus (,Thomas Algorithmus”) mit Aufwand O(J) fiir das Gleichungssys-
tem Ay = f mit

Co —bo 0 0
—Qaq C1 —bl . .
A= 0 e e . 0 e RUFDX(I+D) (2.12)
e =bya
0 0 —ay Cy

Losungs“ansatz’™

Yj = @j1¥i+1 + Gy, J=J —1,...,0

J1+ Bra;
= Y=
Cg—ayay
und
bO fO
o = —, 61 =
Co Co
b, fi+ B
aj-i-l:—j 6]4—1:]—”7 _1727 7‘]_1
Cj —ozjaj Cj —ajaj
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2.5 Stabilitat und Konvergenz in der diskreten Maximumnorm

Lemma 2.4 Sei A irreduzibel diagonaldominant.
Dann ist obiger Algorithmus durchfiihrbar (¢; — aja; # 0) und stabil (|o;| < 1; j =
Jy 1),

Beweis: [Str] § 3.4

2.5 Stabilitat und Konvergenz in der diskreten
Maximumnorm

(schwaches) Maximumprinzip

Satz 2.2 Seiu € C(Q x [0,T)) klassische Lésung von u; — Au = g mit g(z,t) < 0.
= Fkt. uw nimmt ihr Maximum auf I' oder firt =0 an.

Bew: [HB] § 100

Folgerung: Die klassische Losung des homogegen Dirichletproblems erfiillt

min ug(x) < u(x,t) < maxug(x)
e e
—_———
<0 >0

diskretes Analogon fiir ©- Schema (0 < © < 1); das ist eine qualitative Eigenschaft des
Schemas — zusétzlich zur Konvergenz:

Dfu} = 0D + (1 —0)Du) + o) j=1,..,J—1
RB:  wy=uj n=0,1,..

AB: u? =up(zj); j=1,...,J—1

Matrixform:

(I+0yT)u"™ = (I —(1—6)T)u"+ ke

=A
mit u” = (uf,...,u}_,); T = tridiag(—1, 2, —1)

Satz 2.3 Seir vy = ﬁ. Dann qult:
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2 Differenzverfahren fiir parabolische Probleme

a) fir @ <0:

max u;
j j

b) fiir ¢ =0:
min u(; <wuj < maxu? Vn, j

J J

< maxug; n=12 ..

n
oo < N1ulloe +5 D 0™ lloo

m=0

Beweis:

28

a) 2(1-0)y<1=1-(1—-0)yT > 0 (komponentenweise)
A~! > 0 (komponentenweise), da A M-Matrix ist
= S := AT - (1 —-0)yT] > 0 (komponentenweise)

= u"t = Su" + kAT " < Su™ (komponentenweise)
~—

<0

e definiere v" := max; u?

= u" < v"1 (komponentenweise) mit T := (1,...,1)T

(S>0)
="l < Syt < S " T=0v"51
~
€R
[ ]
R R
I-1-0DNI=1-(1-0)y| : | <T+6y
——
>0 0 0

da
A1 >0:81<1.

Aus (2.14): u™ < o1

Also:

max u?“ < maxuj.

J J

= Al

(2.13)

(2.14)

(2.15)



2.5 Stabilitat und Konvergenz in der diskreten Maximumnorm

b) direkt aus (a) fiir Minimum.

c¢) analog zu (a):

1
0

I<T+0y|: | =A1
0
1

= AT <1 (2.16)

aus (2.13) mit ¢" := max; ¢}:

(2.15),(2.16)
utt < ST+ EATYMT < (0" + ky™)T

+ analog fiir Minimum

= [u" oo < 0" lloe + Elle" [l

Satz 2.4 (Konvergenz des ©-Schemas in der Mazimumnorm,)

Das Differenzenschema ist stabil und konvergiert in der Maximumnorm, falls

0=1 (unbedingt)
1
0= 5 = k < h? (schlechter als in [2!)
h2
O=0" = k< ghQ (schlechter als in [?!)

Bemerkung:

1) Die Situation mit © = %, O = O ist auf eine ,schlechte” Beweisfithrung zuriickzu-
fiithren.

2) Vorteil gegeniiber [%-Stabilitét:
auf nicht-konstante Koeflizienten erweiterbar.
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2 Differenzverfahren fiir parabolische Probleme

2.6 mehrdimensionale Probleme
@: Crank- Nicolson Verfahren fiir

Uy = Clgy + duy,, Q= (0,1)%t>0

n . 1 1

uhy o~ ou(ry,ysta); =00 1=0,.., L; h1=j; hgzz
n c d n c d n
Dfuj = (§D§ + §D§) up o+ (§Di + §D§) Uy

= im Gleichungssystem Au"™!' = f™ ist A diinn besetzt und hat (bei geeigneter Gitter-
numerierung — z.B. zeilenweise) Block-Tridiagonal-Gestalt:

B -1I 0
a—| 2 B € RUADX(T+1)?
- Ay
2
0 ~2I B

mit
B=1+ % -tridiag(—1,4, —1) € RUFD*XUHD 1 ¢ RUFD>(T+1)

(hier fiir J, =J, =J; c=d=1; y= %)

e Losung des (groken) Gleichungssystem entweder mit Cholesky-Zerlegung (Aufwand hier
nur O(J*), da Bandbreite von A nur O(J)) oder iterativ (z.B. priikonditioniertes CG-
Verfahren, siehe auch § 7.1);

auf Rechtecken auch mit der ADI-Methode (Alternating Direction Implicit)

Idee: Zerlegung (,Splitten”) des 2-dimensionalen Problems u, = Aju + Ayu mit A; =
02, Ay = dd? in J, + J, + 2 (einfachere) 1-dimensionale Probleme:
w; = Ajw und wy = Asw

ADI-Herleitung:
analog zu Crank-Nicolson gilt:

— 1 1
Y - v §(A1un+1 + Agu™) + 5 (Aru" + Agu") + O(k?)
bzw.
k k k k
([ — 5141 — §A2)u”+1 = ([ + 5141 + §A2)u" + O(k’B)
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2.6 mehrdimensionale Probleme

bzw.

k k k?

(I — 5141 - §A2 + ZAlAQ)un+1
k k k? k?
= (] + §A1 + 5142 + ZA1A2)UH + ZAlAQ (Un—H — u”) —O(k'?))
=0(k)

k k k k

e seien Ay, und Ay, O(h?)-Approximationen von Ay, Ay =

k k k k
(I = SAW)I = SAm)u™" = (I + SAw)(I + 5 Am)u" + O(K) + O(kR?)

e Der folgende Algorithmus (von Peaceman & Rachford) ist 2. Ordnung in Zeit und Ort
und unbedingt stabil. ([Str] § 7.3 — Ubung)

k k k k
([ — EAlh)(I — §A2h)7jn+1 = ([ —|— EAlh)([ —|— §A2h)’0n

oder in dquivalenter Form (auch wenn Ajj, und Ay, nicht kommutieren):

k \ k

([ _ §A1h)/vn+§ = (I + §A2h)vn (217)
k , k )

(I — EA%)U"*1 =(I+ §A1h)v”+5 (2.18)

Die Matrizen I — §A1h und [ — %A% € RU=DxU+D) gind tridiagonal, da (2.17) nur in
z-Richtung implizit ist (und (2.18) nur in y-Richtung).

Ref: [GR] § 6.1-2; [Str| § 6.3, 7.3, 10.1; [AH]| § 5; [HB] § 100
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2 Differenzverfahren fiir parabolische Probleme
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3 Differenzverfahren fir elliptische
Probleme

3.1 Mathematische Modelle

Beispiel 3.1 Warmeleitung oder Diffusion (stationdr)

—div(x(z)gradu(z)) = F(z), 2€QcR? d=1,23
+ Randbedingungen (I' = 09):

1) u(@)lzer = p(2)
2) X(2) (@) loer = pi2(z)
3) X(2)5s () + o (u(z) — p3(2))|wer =0

Beispiel 3.2 Schwingungen

Wellengleichung: Au = Juy — F(z)e™',  u=u(x,t)

Ansatz: u(x,t) = v(z)e™! (t-harmon. Losungen)

= Av+ (%)2 v=—F(r), z€QCR?(Helmholtzgleichung)
+ Randbedingungen (I' = 09Q):

’U(m)‘xel“ =0

Beispiel 3.3 Auslenkung einer Membran

Eine weitere Moglichkeit zur Herleitung von Modellgleichungen, besteht darin sogenannte
variationelle Prinzipien auszunutzen, die in der Physik eine grosse Rolle spielen.
Betrachte eine Membran, die am Rand eingespannt ist, unter Belastung durch eine verti-
kale Kraft.
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3 Differenzverfahren fiir elliptische Probleme

u(x)

Sei

e Kraftdichte f(z,y) (gegeben)
e Auslenkung u(z,y) (gesucht)

e Einspannbedingung u(z,y) = 0 auf 02

Man definiert das Energiefunktional

Sei J; die Spannungsenergie; diese ist proportional zur Oberflichenéinderung.

e Oberflache vor Auslenkung: fQ 1 dxdy

e Oberfliche nach Auslenkung: [, \/1+ u2 + u2 drdy

Insgesamt also
a/ 1+u2+u2 ) dzdy;
Q

« ist die Elastizitéat.
Man nimmt kleine Auslenkungen an und verwendet deswegen die Taylorentwicklung:

1 1 1 1 1
V1 +ud+ud— 1~1+2uz—|—2u 1:§ui+§uZ:§\VU\2

= Ji(u §/|Vu| dxdy

Sei nun Jy(u) die potentielle Energie:
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3.1 Mathematische Modelle

Die Gesamtenergie ist nun
- 2
J(u) = 5 |Vu|*dedy — | fudzdy
Q Q
Eine Funktion u = u(x, y) ist die gesuchte Auslenkung, falls sie das Prinzip der minimalen
Energie erfiillt:
J(u) < J(v) fir alle moglichen Auslenkungen v mit v|sg = 0. (3.1)

Also gilt auch

Ve £0: J(u) < J(u+ev)

d
= d—gJ(u + ev)|.=0 = 0 (1. Variation des Funktionals)

Dies ist aquivalent zu

a/Vu-Vv—Q/fv:().

Q

Mit der Green’schen Formel ergibt sich

—a/Auvdxdy+a/g—uvds—/fvdxdy:O
n
Q Q

Q
————
=0

= /(—aAu + flvdedy =0
0

Da dies fiir alle Funktionen v gilt, muss die Klammer bereits die Nullfunktion sein.
Man erhélt also die Gleichung

—aAu=f in

mit der Randbedingung
u=0 auf 0.

Das ist die Euler-Lagrange-Gleichung fiir das Minimierungsproblem (3.1).

Bemerkung

Sei f € L*(Q) mit [, fg de =0 fiir alle g € L*(2). Dann folgt f = 0 fast iiberall.
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3 Differenzverfahren fiir elliptische Probleme

3.2 Differenzenapproximation des Laplace-Operators

Der Laplace-Operator in R? ist
v *u

~— 92 52
Ory 035

Au

u = u(xy,xs).

e Die einfachste Approximation benutzt den sog. 5-Punkte Stern

J.l+1

® " d

J,i—1

Fiinfpunkteformel

1
Au(ws, o) & Anuje = Dy it Diyup = 5 (e = 2050+ w5104 (i = 250+ uj01)
1 2

e Dieses Schema approximiert den Laplace-Operator mit der Ordnung O(h? + h3).

e Problem: Approximation an krummlinigen Réndern.
Es ist notwendig, die zweiten Ableitungen auf jeweils 3 Punkten

(Z’l - hl_axQ)’ (:L‘17'I2)7 ($1 + hi‘rny)
bzw. (x1,29 — hy), (71, 22), (T1, 79 + hy)

ZUu approximieren

é“"* @ (o 41
| -
[ L ®
|N| (i) [Gn) (o +7x,)
= O(.5-1)
Eine mogliche Approximation ist:

2u 1 (u(zy +hi,x0) —u(zy,20)  w(xy, ) —u(xy — hi,x0)
da? ~ - 2
x? (21, 72) hy ( hi hT ) (3.2)
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3.3 Die Dirichlet-Aufgabe in 2D

mit Ay = L(h + hy).

Der Approximationsfehler ist:

0%u 1 )

1
8_x%(x1’x2) - 71—1

3

und ist damit von der Ordnung 1.

. . . . . 82U ~
Eine andere Moglichkeit ist prale

(h

—hf)a—x;l;JrO(

+
1

u

hier o0

1

Diese Wahl hat gar keine Approx.-Ordnung:

Ou_ 1)

— — = 1)!
oxt Iy o)

3.3 Die Dirichlet-Aufgabe in 2D

Die Aufgabe

{

R

o+

o4O

Au(xb I?):_fv
u(wy, x2) =4,

Wir zerlegen den R? in die Rechtecke mit z; ; = jhy, z2; = lhs

z € Q)

T
I
e
.
I
———
I
I

YR IR

Ok
&
Sof-!

be

-4
- DD

1

OO

Bezeichnungen
(Ozhz {O} . secht” innere Knoten
O, = {*}
Iy ={o} : (einige) Randknoten
973 :6h U :innere Knoten,

Qh U Fh . Gitter

h) = O(hy)

rel =

max (h{, hy).

(3.4)

C R?
o

}Zl,hq > 0, j,l €7z

B -

Wl o+l

: randnahe” Knoten (Nachbar ist Randknoten)

Bemerkung: ,randnah” hingt vom verwendeten Schema ab!

Notation: Schab(z) = { Gitterpunkte y # x im Diskretisierungsstern um z }
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3 Differenzverfahren fiir elliptische Probleme

Definition 3.1

Das Gitter Q, heifst (diskret) zusammenhdingend, wenn fir alle z,, z. € Q, Gitterpunkte
X1y eeey Ty € §p existieren mit zy € Schab(z,),z2 € Schab(xy),...,z. € Schab(zx,,). D.h.
es gibt einen ,inneren Verbindungspfad” (sonst zerfillt das Gleichungssystem). Folgendes
ist also nicht erlaubt:

1

1

?
L.
[
1.2
1

1

T
I
I

I
——e e
I
I
S

1
1
=1
1
1

ﬂ:__* Va

A

I

\'-ﬂ.._.._l./' 1
———— e

1

Die diskrete Aufgabe lautet:

Au =—¢p, =x E&h
Nu=—¢p, x€Qj
u =u, xely

und stellt ein (grofdimensioniertes) Gleichungssystem dar.
Die wichtigste theoretische Frage ist die Untersuchung der Konvergenz.

3.4 Das diskrete Maximumprinzip

(starkes) Maximumprinzip fiir elliptische Operatoren

betrachte auf beschrianktem 2 den Differentialoperator

L(u) := Z ij () Uga; + Zbl(ac)ugC —c(z)u

mit stetigen Koeflizienten, A(x) = (a;j(x)) auf  glm. positiv definit und c(z) < 0.

Satz 3.1 Seiu € C*(Q) nicht konstant und erfiille Lu = f. Dann gilt:

1) Fir f >0 auf Q existiert kein positives Mazimum von u in €.

2) Fir f <0 auf Q existiert kein negatives Minimum von u in €.
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3.4 Das diskrete Maximumprinzip

Beweis: [Hal| § 5.1.2
Wie betrachten eine Differenzengleichung in der folgenden Form:

a@u@) = S bayuly) + f@), @0 UT,
ye Schab(z)

wobei das Gitter €2, diskret zusammenhéngend angenommen wird.
Die Koeffizienten des Schemas a(x),b(x,y) erfiillen:

(x,y) >0 Vz e Q, Yy e Schab(x) (vgl. Vorzeichen in (3.2))

a(z) >0,
=1, b(z,y) =0 Vz eI}, (Dirichlet-RB)

a(x)

Das Schema kann in der folgenden Form geschrieben werden:

diz)ulz) = > b,y (uly) —ux) + f(z), z€QUT,
ye Schab(z)

b
b

mit
d(z) =alx)— Y blx,y)
ye Schab(z)

Lemma 3.1 (diskretes Maximumprinzip)

Sei u(z) # konst. auf Q, U, und d(z) > 0 Vo € .
Dann folgt aus

Lu(z) == d(x)u(r) — > bla,y)(uly) —ulx)) <0
ye Schab(x)

(bzw. Lu(x) > 0) auf Qj, dass u(x) den maximalen positiven (bzw. minimalen negativen)
Wert nicht auf €2, annehmen kann.

Beweis:

Sei Lu(z) <0 Vx € ) und

uw(z) = jpax u(z) >0, fiirein z € Q,

Idee: Zeige, dals u =konst auf 2, U T, folgt.

Fir z gilt:
>0 <0
Lu(@) = dau(@) ~ 3" B luly) - a@) 2 dlz)u(@) > 0
ye Schab(z) >0 >0
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3 Differenzverfahren fiir elliptische Probleme

Es gibt damit nur die Moglichkeit Lu(z) =0
Diese Bedingung ist nur fiir

d(z) =0 und u(y) =u(x), Vy € Schab(z)
erfiillt.

Da wu(z) # konst. angenommen ist, existiert £ € ), U T, mit u(z) > u(z) und eine
Verbindung z, z1, ..., ,,,, T mit

x1 € Schab(z), u(zy)
x9 € Schab(zy), u(xs)

U(i’) = MaXg;cQ,ury, u(x)
u(m) = U(f)a

z € Schab(z,,), u(x,)=max,cq, u(z), u(z) = u(zy) = u(x)
Widerspruch.
O
Folgerung 3.1 Sei u(x) >0 Vx € ', und Lu(z) > 0 auf Q.
Dann ist die Gitterfunktion u(x) nichtnegativ fir alle x € Qp UT),.
Beweis:
Angenommen 37 € €, mit u(z) < 0.
Damit nimmt die Funktion u(z) ein negatives Minimum auf €, an.
Widerspruch.
O

Folgerung 3.2 Die Gleichung

Lu(x) =0, x€Q,
u(z) =0, xzely

hat nur die triviale Losung u(x) =0, x € Q, UT,.

= { Lufx) = f, ist eindeutig losbar (Fredholm Alternative)
u = pi(z)
Folgerung 3.3 Sei
Lu(z) = f(z), ©€Q, u(z) = p(z),z €Ty
Lu(z) = f(x), =€ Qy u(zr) = p(x),x €Iy,
mit [f(x)] < f(z), € Qpund |p(z)] < i(z),z €Dy

Dann gilt |u(z)| < a(z) VreQ,UT,
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3.4 Das diskrete Maximumprinzip

Folgerung 3.4 Fliir die Losung der Aufgabe

{ Lu(x) =0, z€Q,

w(z) = u(z), zeTy mit d(x) =0, x €

gilt [Ju(z) oo opur, < [l1(x)lloo,r,

Beweis:

Betrachte fi(z) = konst. = ||u(2)|lcor,

f(x) =0, x € Q.

Es gilt offenbar @(x) = ||u(x)||cr, = konst. (Vergleichslosung fiir Folgerung 3.3) und
damit die Behauptung. (mit Folgerung 3.3) O

Folgerung 3.5 Fir die Lisung der Aufgabe

Lu(x) = f(ZL’), x €y
{ u(z) =0, zely (3.5)

mit d(z) > 0, x € Qy, gilt:
lu(@)[lsc.pur, < 1D fllocgy, D = diag(d(z), = € Q)

Beweis:

Wir betrachten die Funktionen

fl@)=f(@) = f(z) Vo € Q, (z) =p(z) =0 Ve,
Die Losung der Aufgabe

{ Lu(z) = f(z) z€Q

E(QT):O rely

ist nichtnegativ: u(z) > 0, x € Q, UT;,. (Folgerung 3.1)

Sei 7: u(7) = [[a(x)]|so.ur, -
In z gilt:

dRa@ - Y b)) - o) = |f@)

—— —————
>0 >0 ye Schab@) >o <0
und damit
oy (@) |f(@)] 1
< < > =D . 3.6
(@) < < mas S = D7 e, (36)
= Behauptung mit Folgerung 3.3 OJ
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3 Differenzverfahren fiir elliptische Probleme

Folgerung 3.6 Sei

dlz)=0, =z E(OZ;L und d(z) >0, z€ Q)
flx)=0, z e und p(zr) =0, zely

Fiir die Lisung von (3.5) gilt dann: ||u(x)||s.0,ur, < |Dfllco.q,, wobei
D = diag(0; x E(ozh, ﬁ s x € Q)

Beweis:

Sei f(z) = |f(x)l, x € Qu;  fi(x) =0, z €T
Die Losung @(z) ist nichtnegativ Va € Q, UT', (aus Folgerung 3.1)
Wiihle 7 so, dass u(Z) = || ()| co.0,ur), -

e Falls 7 € 7, dann setze T = 7.
o Andernfalls (d.h. fiir 7 €Qy) gilt:

d(z) u(z) - D b@y) (aly) - u(@) = f(z) =0 (3.7)
=0 >0 ye SChab(i*) >0 <0

d.h. u(z) =u(y) Yy € Schab(z).

Wiéhle z € Qj so, dass Z, 21, ..., T, T eine Verbindung mit z; Efolh; 7 =1,...,m ist.
Fiir z,, gilt analog zu (3.7):

) = [[u(@)]lconuur, = aly) Vy e Schab(w,)

Schliesslich erhalten wir:

” F01g<.3.3 - o (36) f(7) P
(@)oo, < [l(@)|couur, =u(@) < Z=C <D ()]0,

1]

2
5
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3.5 Stabilitat und Konvergenz

3.5 Stabilitat und Konvergenz

Wir betrachten das 5-Punkt Schema (— d(z) =0, z € §2;)

Auw) = —p(v), =€,
Nu(z) = —p(x), e}
u(z) =u(x), xe€ly, oder

Lu=f x€Qy u=pu, vely

Die Losung u(z) kann man wie folgt aufspalten:
w(z) = uy(z) + ua(x)

mit Luy = f, wy|r, =0; Lug =0, usr, = p.

Fiir die Funktion uy(x) gilt (Folgerung 3.4)

[z (@)oo, < Nl1(2) lloo,r,

Die rechte Seite f wird ebenfalls aufgespalten:

[¢]

f(2) =f (x) + f*(x) mit

)
f(fE y X GQha
0, x €Y,

f (@)

@) = fz)= f (2).
Die Funktion wu;(z) zerlegt sich damit in

w () =ty () + uj(x)

Lin=f, tn o, =0;  Luj=f" uilr, =0
Abschatzung von Uy

Wir betrachten die folgende Funktion (Vergleichsfunktion fiir Folgerung 3.3)

i(r) = o(R* — 2 — 23),

wobei o > 0 und R > |z|, Vz € gilt:
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3 Differenzverfahren fiir elliptische Probleme

Es gilt:

Ni(x) = —ah (2} + of) =—a | Sedsin i)’ (nthe)® Sedslrebe)?|

=—da = —f(z), = E&QZh

%= « T +h+ 2_$2 1'2—1 —hT” 2
AN u(z) = —al* (22 + 23)=—a [hll<( L hll+) 1_ % (hlf 1) >+]

- + s tohm  htans 1
(z.B. hIZ%) =—« <h1}~j1h1 —I—hQ};;hQ) = —f(z), z € Q;

Die Aufgabe
Lu=f, x€Q, u(z) = a(R* — 22 —23), v € T,

hat dann die gewiinschte Losung u(x).

Laut Konstruktion gilt u(x) > 0 fiir alle x € T'),.
Fiir a := 1| f (2)]|co,0, gilt

> |
() >0, x ey d.h. (Folgerung 3.3)

_ R? o
lur (@)l < [J6(@)]o02, < @R = - 1 Nl

Abschitzung von uj:

Fiir = €Q, gilt d(z)=0.
Fir z € Q) gilt d(z) = 0,aber wegen uj|r, = 0 ist Modifikation der Schablone mdglich
(ohne Anderung des Schemas):

m)(x) := Schab(z) — (I', N Schab(x))

. 1.
= d(z)=a(x) — /Z; b(x,y) = Z b(x,y) > ﬁ’h := max(hq, ho)
yeSchab(x) ye Schab(z)yer,

44



3.6 Die Dirichlet-Aufgabe im Rechteck

Damit erhalten wir mit Folgerung 3.6:
i (@)lloc.g, < UDF* (@) o < 2 (@)lloc,

Damit haben wir das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 3.2 (I°°-Stabilitdt des 5-Punkte-Schemas bzgl. rechter Seite und Randbedingun-
gen)

Die diskrete Losung der Dirichlet-Aufgabe erfiillt

R? ~
(@)oo nor, < llitllsery + el g + R lellcs;

mit R > |z|, Ve h = max(hy, hy)

Diese Abschitzung bedeutet die Stabilitdt des Schemas in der [*°-Norm bzgl. der Rand-
bedingungen und der rechten Seite.

Fiir den Fehler e;; := u;; — u(zy j,x9;) gilt die Gleichung

o ~
Ae = —¢, T GQh, ’gb(,ZE) O(h2) ... Approximationsfehler des 5-P-Schemas im Inneren (fiir u glatt)

Ne = —w, S Q};, w<33') = 0(1) (Approximationsfehler in randnahen Knoten; konservative Annahme
e =0, rxely reicht fiir Bew; vgl. (3.3),(3.4))

und damit die Konvergenz des Schemas (unter der Annahme u € C*(Q)):

R? . .
le(@)lcmor, < “MB@I_g +FI6@)wn; = OG)

3.6 Die Dirichlet-Aufgabe im Rechteck

Kontinuierliche Aufgabe:

{Au =—f x€ :(0,X1>X(O,X2)
_T

u  =p, €I
Diskretisierung:
Au = —p, xe€y
{ u =u xely (3.8)
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3 Differenzverfahren fiir elliptische Probleme

Ujprg — 20+ Uj1y | Ujier — 2U5; + Ui

Au = % + e = Au+ Ayu
mit hy =2, hy =22, j=0,1,...,J;1=0,1,..,L

e Das Schema ist zu folgendem Gleichungssystem dquivalent:

Au = b mit
A = blocktridiag(C, B, C) € RE-DU=Dx(L=)(/=1)
B = tridiag(—hl%, h% + hl%, — L) e RU-DxU-D)
C = diag(—%) c R(Jfl)x(Jflﬁ
2

und
90(37) N T €O
b(a) — plz) + M) j=1,J—-11=2 ., [—2
T pla) + Hlenzzhe) j=2 o J=21=1L—1
2
go(x) + N(:Blj}iLéll:xZ) + ﬂ(iEl,Z%ifD) j=1,J—-1;1=1L—-1
1 2
[ =B o
2 2 1 f
iy TR ~72
1
& .
1
(-A=)A = 1 2h3_ 2 _1
T n " ong h3
| C
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3.6 Die Dirichlet-Aufgabe im Rechteck

Unter der Annahme: Zeilenweise Nummerierung in €2, d.h.

T . .. . ..
u = (Ul,l, U215 -3 Ug—1,1;UL2;5 -3 qul,Lfl)

Hio0 | M1, H2.0
bT — (()0171 + =+ == V2.1 + _’; )
ht  hj h3

e Das Gleichungssystem Au =b

1) grofdimensioniert: N = (J —1)(L — 1) =~ 10° — 10°
2) schwachbesetzt: nur 3,4 oder 5 Elemente pro Zeile # 0
3) schlecht konditioniert (siehe (3.9),(3.10) unten):

Amin = Aa,1) ~ T <Xi12 + X%Q) = O(1), h:=max(hy,hy) —0

Amax = A-1,0-1) ~ 4 (h% + h—13> = O(ifQ)
Ko(A) = 20 — O(h=2) h — 0

Amin

= Fiir die iterative Losung von Au = b ist eine Vorkonditionierung erforderlich.

D.h. je feiner die Auflésung, desto schwieriger die Losung des Gleichungssys-
tems.

4) besonders strukturiert.

Effiziente Losung von (3.8) mit FFTs:

e Wir betrachten das folgende Figenwertproblem:

Av+ v =0, z€Q,
v =0,zely

und suchen die Losung in der Form

vy =wi" 2", m = (my,my) (diskreter Separationsansatz)
Es gilt:
m . m2 mi mi mo mi ., m2
(Av™)ji = 2 Awi™ +wi Aoz = —Apwi™ 2

mi my _ . m2 __ _Mm2 __
wy' =wr =2y =2;°=0

Damit ist das EW-Problem separiert in

m
Mwi™  Aoz™ A, —
m1 M2 — Wmy; — gmzv m = Wm; + gmz

7 l

w
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3 Differenzverfahren fiir elliptische Probleme

oder:

Aw™ 4wy, w™ =0
No2™ + &2 =0

Die Losung dieser Eigenwertprobleme ist bekannt:

. [2  mumj 4 . ,mm

Wit = Zsm T 7=0,1,..,J  wp, = h_%SIDZ 57 (3.9)
m 2 . mgﬂ'l 4 maT

2" = ”ZSIH T [=0,1,...L &, :h_%SHlQ 5L (3.10)

m1:1,...,J—1 mgzl,L—l

Die Losung des gesamten EW-Problems ist dann:

m o__ 2 mi7my) maml
Uit = Uz S T s g
m = (mqy, ms)
_ 4 2 mim 4 2 mom
A, = 7z 8in” ZLE 4+ 7z 8in” 5E

Wenn man das Skalarprodukt als

(u,v) = hihy Z u(z)v(x)

zeQ Uy,

definiert, dann sind die Eigenvektoren orthonormal und vollstandig in R(/=D*(L=1)

(W™, 0"™) = 0pm

e Eine (diskrete) Losungsmethode fiir (3.8) basiert auf der Benutzung von FFTs (,,Fast
Fourier Transform”):

px) = ) emv™ (),

< m> 2h1h2 . mym)] g m27rl

m —= 7”[) = i 1mn 1mn

’ 7 XX, LT
=f(zj1)

Entwicklung der Losung u(z) von (3.8) mit p = 0 in der Basis v™:

u(z) = Z U™ () (3.11)
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3.7 Diskretisierungen héherer Ordnung

= Au = Z Uy AV™ = — Z U AV = — Z O™

£2m und aus (3.11):

Damit gilt: u,,

Am
2hihy Om . T . Mol
Uiy = — sin sin
VXX, = A J L

e Der numerische Aufwand betrigt (falls J = 27, L = 2L)

O(L - JlogyJ+ J - Llogy L) = O(N logy N)
fﬁrvzj fiirvzl

und ist damit fast optimal! (vgl. linearer Aufwand in 1D, da A dann tridiagonal)

3.7 Diskretisierungen hoherer Ordnung

Ziel: genauere Diskretisierung fiir Poisson Gleichung

e Der Differenzenstern

1
. ~16
1 —16 60 —16 1
2
12h 16
1

ist vierter Ordnung fiir —A aber fiir randnahe Punkte unpraktisch.

X

= betrachten nur kompakte Schemata, d.h. nur |j —j| <1, I —1| <1 in Schablone.
e A kompakte Neunpunkteformel 3. Ordnung fiir A.

e Ausweg: verwende andere (und zwar L-abhéngige) Diskretisierung als ¢;; = f(x;;)
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3 Differenzverfahren fiir elliptische Probleme

Konstruktion: Sei u(x) eine Losung von Au(x) = — f(x) und geniigend glatt. Es gilt:
0*u

0,2

Lu(z) = Au(z) = Liu(z) + Lou(x), Lou =

Die Fiinfpunkteformel ist:
Au = Au+ Ayu, Agu=D? u

Aus der Taylorformel folgt
Au— Au = i —Liu+ 2 i —Z2Lu+ O(h").
12 1277
Aus der Gleichung Lu = — f folgt (Lu = Liu + Lou = —f)

L%U = —Llf — LlLQU, L%u = —Lgf — L2L1u
oder (da L; und L, kommutieren)

h? hi+ h3
Au— Au = — 1L1f—— Qf— 2

12

LlLQU + O(h4)

e Der Operator Ly Lou = kann wie folgt approximiert werden:

*u
Ox 28 2
2 2
LlLQU = AlAQU = DZID$2U

Dieser Differenzenoperator ist auf 9 Punkten definiert:

A Ayu = 7213 [ 101 — 2uj0—1 + wjpri-1 — 2uj_1y + 4wy — 2u40 0+ U1 — 25000 F Ui ]

'i—l,l+1 'j,l+1 ‘;‘+1,l+1
@- Q- L )

j=Ll J»! j+11
S %o ® -1

und hat 2. Approximationsordnung: LiLou — AjAyu = O(h?).

Damit approximiert die Gleichung

2 2

h2+h h h
2A Az} U= — |:f+1_;L1f+1_;L2f

A+
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3.7 Diskretisierungen héherer Ordnung

die Ausgangsgleichung mit O(h*)!
Es ist moglich, die Ableitungen von f ebenfalls durch die Differenzenquotienten zu
ersetzen:

Lif =AM f +O(h]), Laf = Aof + O(h3)

Damit:

_ 1 h? h3
A/U = —p mit A, = A1 + A2 + E(h% + h%)AlAQ, Y = f + ]__éAlf + 1—;A2f
Lemma 3.1 (Einbettungssatz)
Sei u(x) eine Gitterfunktion auf Q, ULy, mit

w(z) =0,z ey, Q={0Uh,lh),j=1,...,J—-1;1=1,..,L—1}
Dann gilt die Abschditzung

[w(2) loo ur,, < M[Au(z)]2
mat

max (X, X;)?

A=A +Ay, Aju=D?>u, M=——2D22

(also unabh. von hy, hy)

Bem: vgl. Sobolev-Einbettung H?(Q2) — C(Q), Q C R?
mit
Fiir ulpg = 0 sind |lu| g2 und [[Aul|r2q) dquivalente Normen (vgl. § 8.4, 8.5,

PDGI).

Beweis:
Die Vektoren

2 oy Tj . momwl
n sin , m = (my,my)

VXX, T L
bilden eine ONB, und daher

u(zr) = Zumvm, Au(x) = Zum)\mvm,

m

1Aull3 =" Noum, ulls =) ui,
m m
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3 Differenzverfahren fiir elliptische Probleme

Fiir die Funktion u(x) gilt damit

m 2
D) <D [t - max [v™ ()] < \/ﬁz |t

Die Schwarzsche Ungleichung liefert

2
1
XlXQ;)\’?nUTQn.zm:)\Q XX” ||2 Z)\Q

Ju(z)]®

IN

IN

e Damit verbleibt es, die Summe Y A, 2 abzuschitzen. Es gilt

4 . ,mm 4 MoT
A = — sin® — sin?
s Tt ar
Xy X5 mym Mo T
1 T 2 L7901 2(]’902 o7, (072)

und damit (sei Xy = max(X7, X»))

) 2 . 2
oot (B () (Y
Xi ¥1 X3 ©2 X X3 X0

™

Wir haben benutzt, dass die Funktion Si—‘;‘e auf (0, ) monoton fallend ist:

Damit ergibt sich eine Abschétzung fiir

0o 3
X4 X4
N2< 0 m2+m22<—0//'r4rd dr = —2L
Z > 16 Z ( 1 2) =7 2 64
N
. 4 4 —
1,2 2,2 3,2 4,2
L 2 @ @—
2,1 3,1 4,1
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3.7 Diskretisierungen héherer Ordnung

e Fiir A1) gilt aber:

Mo = e g i g = g R s 7
4X2 2 27rh1 41X, w2 . o Tho

ne x2S ox, T ek oy,

72 8 2 8 8 8 16

> = >
- X orr Ximr XP O OXZTX?

Wir haben dabei benutzt, dass

he € 20, o om e < T (a7 (ST
2 2X, — 4’ Pa 0 2

e Die Zusammenfassung ergibt:

D D B R
- " ) " _162 64 64 4 — 16
<4

Die endgiiltige Abschitzung lautet damit:

2 X2
”U’<x)HOO7QhUFh < \/mHAu(x)HQ ’ TO
X2

\/—II u(@)]l2

=M

i

Jetzt sind wir in der Lage, die Konvergenz des Schemas héherer Ordnung zu zeigen.

Satz 3.2 (Konvergenz des Schemas hoherer Ordnung)
Sei u € C°(Q). = Das Schema

{A’u(x) = —px), T,
u(z) = plz), =xeTy

mit

AN o= A +A+— (h2+h2)A Ay

12
e = f+ Eh%Alf‘l' Ehgf\zf

1st von vierter Konvergenzordnung.
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3 Differenzverfahren fiir elliptische Probleme

Beweis:
Fiir den Fehler e = uj; — u(xy j, xq,) gilt die Gleichung

Ne = —W, U=0hY, zc
e = 0, xely

Sei Uy, der Vektorraum der Gitterfunktionen, die nur im Inneren (d.h. auf Q) definiert
sind und 0 auf I'j, sind.

Sei Apy = —Agy, y €Uy, a =1,2:

A, sind lineare Operatoren A, : U, — U, mit folgenden Eigenschaften

A, = A, >0, dh (Ayu,v) = (u, Ayv) Yu,v € U,
(Aau) = A ()
(@) 4 . 9 7Tha 8 .
A= h—§SIH 2Xd2X—O%, a=1,2
AlAQ = AQAl, A AQ = (A AQ)* >0
[0 [0 4
(Agu,u) < A (wyu), A, < o Mallz < 758 Ni=J, Na= L
Die Gleichung fiir e auf €2, lautet damit
h2
Aje+ Age — (xa + X2)A1A2§ =V, Xoa= 1—3
:X’e
Ziel: Abschéitzung von A’ (h-unabhéngig)
Es gilt
A1 Ay + X2 A1 Ay = (x1 A1) Az + (x242) A i 4A +h§ 4A —1(A + As)
X141 T X2A1A2 = (X141)A2 X221_12h%212h%1_31 2
und damit

2
g(Al +A4;) < 541 + Ay — (1 + x2)A142 < AL+ Ay
A
2 !
||§(A1+A2)€||2 < [|A%]2 = [|¥][2

—A

Der FEinbettungssatz liefert dann

3X2

. A O(h*
” U0, = 2\/—|| ||2— 4\/m || 6”2 ( )

=2

le(z)
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3.7 Diskretisierungen héherer Ordnung

XO = maX(Xl, XQ)

Bemerkung: (— Ubung)

Wir schreiben die Gleichung A'u = —¢ in der Form des Mazimumprinzips um, d.h.

a(@u(z) = Y ba,yuy) +e(x), == (ih,lh),

IS SChab(:r)
mit
2 2 4 5/ 1 1
= — — — h2 h2 - = T 9 O
@) =12+ 52 12( Th)aE =5 (h2 ] ) ”
1

2 1 1
b(x,y) = — — —(h2 +h3) s = 8 (i — —) , j £ 1,0 (analog fiir j,1 + 1),

h? h2h2 K2 K2

1 1 1
b =—\|=+= 1,0+ 1.
Dann werden die Bedingungen des Maximumprinzips (b > 0) nur fiir

1
—<—<
< V5

S

erfiillt, d.h. es gibt Einschrankungen an hy, hs!

e Nachteil von Differenzverfahren:
hohe Regularitidt von u notig; Anwendung schwierig, wenn f unstetig.
= FEM (§6) vermeidet einige dieser Nachteile.

Ref: [Bral § 3, [Hal] § 4, [GR] § 5.2
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3 Differenzverfahren fiir elliptische Probleme
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4 Eine Einfiihrung in die Theorie der
Sobolev-Raume

4.1 Die verallgemeinerte Ableitung

Sei Q C R? ein Gebiet mit ' =00, d€N, d > 1, Q # @.
Definition 4.1 (Testfunktion)

Als C§°(€2) wird der Raum aller beliebig oft differenzierbaren reellen Funktionen mit kom-
paktem Trager in 2 bezeichnet:
D(Q) = C(Q) := {u € C>*(Q), supp u ist kompakt, supp u C _Q }

abg. offen
= suppu NI = &; der Tréger liegt im Inneren von §2.
Notation (Multiindex):
T d fo' 8|a|
o= (ala 7an> c N07 |Oé’ Zaza 0% =

-0z 6’xad

Wir fiithren in C§°(§2) folgende Konvergenz ein:

Definition 4.2 Die Folge {p,} konvergiert gegen Null in D(Y) genau dann, wenn

1) AK € Q, K kompakt; supp ¢, C K, Vn € N
2) 0%p, (1) =30 gleichmipig auf K Ya = (ay, ..., aq) € N¢.

Definition 4.3 Die Funktion w € L, () heifit (schwache oder) verallgemeinerte Ablei-
tung der Ordnung || der Funktion u € L}, (), falls

/u(x)ao‘go(x) dr = (—1)l /w(m)go(x) dx

Q Q

fiir alle Testfunktionen ¢ € C3°(Q) erfillt ist.

Beispiel 4.1
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4 FEine FEinfiihrung in die Theorie der Sobolev-Réaume

Es sei

u(e) =1 o], 2] <1

v

= W@l + (-2l - [ o) do+ [ oo do

0 -1
mit
I
w € L*(Q) C Ly,(Q)
o A el

Bemerkung 4.1 Fiir u € C*(Q) stimmen klassische und verallgemeinerte Ableitungen
bis zur Ordnung k tberein.

Bemerkung 4.2 Die verallgemeinerte Ableitung ist bis auf einer Lebesgue-Nullmenge
eindeutig festgelegt.
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4.1 Die verallgemeinerte Ableitung

Bemerkung 4.3 Definition anderer Differentialoperatoren (in schwachem Sinn):
z.B. diw, rot, grad

w = divu € L, (Q) & /(u,grad @) dr = — /w(x)gp(m) dx
Q Q

u € (L. (Q)? ... Vektorfeld

Definition 4.4 (Distribution)

Jedes lineare, stetige Funktional iiber C§°(2) heifst Distribution. Die Menge aller Distri-
butionen wird mit (C°(Q2))" = D’(Q2) bezeichnet.
D.h. ¢ : D(Q)) — R, linear, stetig.

Notation:

p e C(), v € (C(): Plp) = (W, p) €R

Beispiel 4.2 Seiu € L},.(Q).
o) = [u@el) e Vo€ G

Q

definiert eine Distribution ; sie wird mit u € L () identifiziert. Distributionen mit

dieser Darstellung heiffen regulér, andernfalls singular.

Beispiel 4.3 Sei £ € Q fiziert. (0¢, ) = @(§) Vo € CF(Q) definiert offenbar eine
(singuldre) Distribution, die sogenannte Dirac’sche Deltafunktion.
Notation: d¢(x) = 6(x — &)

Definition 4.5 Sei u € (C5°(Q)) eine Distribution und o € N3. Die Distribution w €
(C§°(Y))" heifst distributive Ableitung der Ordnung || von u, wenn

(w, ) = (1)U u, 8%) Vi € C()

Bemerkung 4.4 FEine Distribution besitzt distributive Ableitungen beliebiger Ordnung.

1
loc

Bemerkung 4.5 Ist die distributive Ableitung 0“u vonu € L
die verallgemeinerte Ableitung und beide werden identifiziert:

(Q) reguldr, dann existiert

(0°u, 0) = (=1)1*N(u,0%) Vp € C5°(Q)

/0O‘u(:v)gp(x) dr = (—1)l /u(x)ao‘go(x) dr, Yy e C5°(Q).

Q
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4 FEine FEinfiihrung in die Theorie der Sobolev-Réaume

4.2 Die Sobolev-Riume W"?(Q)

Sei Q C R? ein Gebiet mit hinreichend glattem Rand T.
Folgende Réume sind fiir uns von Bedeutung:

o IP(Q) = {u : Q0 — R, u messbar, [|ul| zr@) < oo}

o) = oo = | [lutelPds | . 1<p<oo
Q

o L7(Q) ={u:Q— R, umessbar,||u| =) < co}
[l Loy = lullo.cco = esssup,eq [u(z)]

L*(Q) ist ein Hilbert-Raum mit

(0} szg0) = [ ule)ota) do. e = lulozo = | [ u() do

Q Q

Die dualen Raume sind:

(LP(Q2)) = L%Q) mit 1+ L 1, 1<p<
p q
(L>®(Q)) # L), der Raum L'(f) ist nicht reflexiv.

Definition 4.6 (Sobolev-Raum WP(Q))

Sei 1 <p<oo, k€N
Der Sobolev-Raum WEP(Q) ist

WkP(Q) := {u: Q — R, 30%u € LP(Q), V|a| = 0,1, ..., k}

[ullwro@) = lullkpe = Z/Iﬁ“u(x)\de , 1<p<oo

lof <k

lellwsoeq@) = llullxoo = max||0%ull o)

Bemerkung 4.6 0“u = u wenn o = (0,...,0)

Bemerkung 4.7 W?(Q) = L?(Q)
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4.2 Die Sobolev-Réume W*?(Q)

Eigenschaften:

Die Sobolev-Raume sind

1) Banach-Riume

3

)

2) separabel
) uniform konvex fiir 1 < p < 0o
)

4) reflexiv fiir 1 < p < oo

Die Sobolev-Ridume H*(Q) := W?2*(Q) sind Hilbert-Riume mit

(u, V) iy = (U, V)p20 = Z O“u(x)0%v(x) de

la|<k o

Definition 4.7 (Lipschitz-Rand)

Ein beschrinktes Gebiet Q C R? (d > 2) hat einen Lipschitzrand, falls alle z € 99 in
einer offenen Menge O;, i = 1,..., M liegen, mit O; N Q) = O; N €2; und

def

Q, = (m,m) eR?: I € Rd_la T2 €R, 29 < ¢’L(Il>}

mit Lipschitzstetigem ¢;, also |¢;(z) — ¢:(y)| < Llx —y|, L > 0.

Gebiete ohne Lipschitzrand:

Zweite Definitionsmoglichkeit von Sobolev-Raumen:

o lepa

Definiere W5 (Q) := C'>(Q) in Whr(Q)
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4 FEine FEinfiihrung in die Theorie der Sobolev-Réaume

Es gilt WkP(Q) € WFP(Q). Wenn Q beschréinkt und T' = 9Q eine C%'-Oberfliche
(=Lipschitz-Rand) ist, dann gilt

Whe(Q) = Whr(Q).

In diesem Fall liegen C>(Q) und CY(Q), [ > k dicht in W*?(Q).

Definition 4.8 (Sobolev-Raum W}™P)

Der Sobolev-Raum W} := C’(‘)’O(Q)”“‘Ww(Q> ist der Abschluss von C§°(Q2) bzgl. der Norm
im W"?(Q). Die Glattheit des Randes wird dabei nicht vorrausgesetzt.

e Ab nun sei I' eine C%!-Oberfliche (Lipschitz-Rand)

Beispiel 4.4 Q= (0,1)

uel' ¢ H' ¢ H, Wel u"él-‘L2
C
: X : X ; =X
0 12 ] 0 112 1 0 112 ]
ueH, w'el’
: X i =X
0 I |

4.3 Verallgemeinerte Randfunktion

Motivation
e Definition von u|r fiir Randwertaufgaben:

Sei u € C*7(Q) = ulp € C*(T) (fiir T “glatt”); aber u € H*(Q) & u|r € H*(T),
da I' Nullmenge ist!
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4.3 Verallgemeinerte Randfunktion

e Umkehrung:
Sei p(x) definiert auf I'
Frage: 3 “Fortsetzung” (nicht eind.) u(z) € H*(Q) mit u|p = p?
Falls nein = keine Losung des entsprechenden Dirichletproblems in H'()!

Lemma 4.1 (Spurabbildung)

Sei Q C R4, d > 2 mit C%'-Rand (Lipschitz-Rand) T'; sei 1 < p < oo.
Es gibt genau einen linearen, stetigen Operator (,,Spurabbildung”, , Trace-Operator”)

v WHP(Q) — LP(T') mit
yu(r) = u(z), z €T VYue CY(Q),

d.h. yu(z) = u(z)|zer

Weiterhin gilt:
4C' > 0: H’}/uHLp(p) < CHUHW1,p(Q) Yu € Wl’p(Q) (4.1)

bzw:

IVl cpwre @),y < C

e Die Abbildungsnorm ist dabei wie folgt definiert:
Sei T : X — Y lineare Abbildung; X,Y ...normierte Rdume

T
||TH£[X,Y] .= sup || IHY
w20 [|Z]x

Bew: |[Hal| § 6.2.5

Bemerkung 4.8 (Spurabbildung in Wy (Q))
In WP (Q) gilt:

1) yu(x) =0 Yu(z) € WyP(Q)

2) 70%u(x) =0 Yu(z) € WeP(Q) |a| <k—1
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4 FEine FEinfiihrung in die Theorie der Sobolev-Réaume

4.4 Satz uber aquivalente Normierungen

Definition 4.9 (Aquivalenz von Normen)

Zwei Normen || - ||y und || - ||2 heiffen auf dem linearen Raum U dquivalent, wenn
3C4, Cy > 0 mit Cl||u||1 < ||U,||2 < CQHUHl Yu e U

Bemerkung 4.9 Viele wichtige Eigenschaften (wie z.B. Stetigkeit, Konvergenz) dndern
sich beim Ubergang zu dquivalenten Normen nicht.

Satz 4.1 (Normierungssatz, Bramble-Hilbert-Lemma)

Sei 2 C R? ein Gebiet mit C%'—(Lipschitz-)Rand I', 1 < p < oo, k € N.
Sei {f;, 7 =1,...,1} ein System von stetigen Halbnormen, d.h.

1) fj: WkP(Q) — [0,00) ist eine Halbnorm
2) 3¢, > 0mit 0 < f(v) < eyl Yo € WHI(Q)

3) seiv € Py := {ngk_l caxo‘} beliebig, und f;j(v) =0; Vj=1,..,l =v=0.

Dann gilt die Aquivalenz der Normen || - ||z p.q und

1
P
HuHZ,p,Q = (Z ff(u) + Mi,mz) )

Jj<l
mit der Sobolev-Halbnorm
= | 3 [ 1orul o
lo|=k

Beispiel 4.5 Im W'?(Q) sind die folgenden Normen zu || - ||1pq dquivalent (fir Q be-
schrankt):

RS

D) ulli o = (| foudal +uff o)

3 =

2) Nullipo= (I frul@) dSa” +Julf , o)

3 =

3) Mlullipo = (Jr lulP dS + Julf , )
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4.5 Einige Ungleichungen in Sobolev-Raumen

Und im W#P(Q) ist folgende Norm zu || - ||xp.0 dquivalent:

D=

p
dSe + ulp a0 |

) - k-1 P
”UHk,p,Q = Z i
j=0 T

n=(ny,...,ng)" ... Aubennormale an T, |n| = 1

Bemerkung 4.10
In WP (Q) wird die Voraussetzung ,,I" ist eine C%'-Oberfliche” von Satz 4.1 nicht bendtigt:

lulltpo = lulkp.o

d.h. im Teilraum Wé“ P von WHP ist die Standardhalbnorm eine dquivalente Norm zu
I lkpe

4.5 Einige Ungleichungen in Sobolev-Raumen

Sei Q C R? ein Gebiet mit I' = 9 und

I'y €T, measga1 'y = /de > 0.

]

Wir betrachten den Raum Vj
Vo={veW"(Q): v|r, =0} c W"P(Q), falls I'; C T
Vo=WaP(Q), falls I, =T; 1<p< oo

Lemma 4.2

Sei 1 < p < 00, o0 > measge—1 ['1 > 0. Es gilt fiir alle u € Vj

Q/ lu(z)P de < C, Q/ \Vu(z)|” dx
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4 FEine FEinfiihrung in die Theorie der Sobolev-Réaume

Fiir I'; = I’ nennt man diese Ungleichung auch Friedrichs- Ungleichung (fiir u € Wy (Q)).

Beweis (fiir meas['; < 00):
Wir zeigen die Ungleichung mit Hilfe des Normierungssatzes 4.1:
1

Sei. f1(u) = ( S fu(@)p? dsx)? F1(u) exfiillt:

) filu) : WH(Q) — R ist eine Halbnorm

1

P

2 0< filu) < /wmw&

Il oy < C - lullwro  Yu € WH(Q)

3) seive Py (also v(z) = konst =v) und 0 = f;(v) = /|v(x)|p dS, | = |v|(measga—1Ty)?
1 >0
=v=0

Die Voraussetzungen des Satzes 4.1 (Normierungssatz) sind damit erfiillt. Es folgt:

Julli, = { [P ds. + [ 19ul aa
1 Q
und ||ul|;, sind dquivalent.

Insbesondere gilt:

/|u|p dx + / |VulP dz < ¢, /]u|” S, + / |VulP dx
0 0 ; 0
= / lulP dr < ¢, /|u|p dS; + / |Vul? dx

0 ; Q

Fir Funktionen u € Vj erhalten wir sofort die Behauptung;:

/|u|p dx < cp/ |VulP d.
Q Q

Bemerkung 4.11 AufV; ist |- |1p0 eine zu || - ||1p0 dquivalente Norm:

clulipe < llullipe <cuhpo YueVy
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4.6 Die Formel der partiellen Integration

Bsp: 1D,Q = (0,1), I'y = {0}
Lemma 4.3 (Poincaré-Ungleichung)
Sei ¥ C Q, 0o > measga ) = fﬂ, dz > 0.

p

= / |ulP dz < ¢, /u(x) dr| + / |Vu(2)|P dv| Yue WH(Q).
Q o Q

Beweis:

Wir benutzen wieder die Resultate des Normierungssatzes 4.1 mit fi(u) = | [, u(z) dx:

1) fi: Wh(Q) — R{ ist eine Halbnorm

) 0< fi(u) = / Lou@)de| S (meas())

Q/

S

1
P
/|u|p dx
/

1
/|U|p dr | < (meas())7 [[ufl1p0
0
3) Seiwv e Py, d.h. v=const. und 0 = f1(v) = |v| - meas(Q')
—_———

>0

B =

Q=

< (meas())
Die Behauptung folgt aus dem Normierungssatz.

4.6 Die Formel der partiellen Integration

Fiir u € CY(Q) gilt die Beziehung

Q/aix]u(x) dr = /u(x)n](x) dSz,

T

wobei n(z) = (ny(z), ..., ng(z))T € R? die AuRennormale (normiert) bezeichnet.

Mit u(x) = v(x)w(z) ergibt sich die klassische Formel der partiellen Integration:

Q/ (a%v(l")> w(z) dv = —Q/ <a%w(x)) v(@) dz + F/U(x)w(m)nj(;p) ds,

(4.2)
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4 FEine FEinfiihrung in die Theorie der Sobolev-Réaume

Lemma 4.4 Sei Q C RY d > 2 ein Gebiet mit einem Lipschitz- (C%'-) Rand T' = 0Q.
Dann gilt die Bilanzgleichung:

Q/ai%u(x) dr = F/u(x)n](x) s, YueWh(Q)

Beweis (fiir {2 beschréinkt):
CH(Q) liegt dicht in WHH(Q), d.h.

Vu € WH(Q) Huy} € CHQ) mit ||uy, — ulli10 — 0 (m — o)
Aus der Eigenschaft der Randfunktion (4.1) erhalten wir:
1t — vl 1y < Cl|tem — uljwra) — 0 (fiir m — oo)

und damit die Behauptung aus (4.2):

/ () — ()] 5 () dSa| < ot — )y
~—~—

r <1

Folgerung 4.1

Sei u € (WH(Q))? ein Vektorfeld. Es gilt:

/div u(z) de = /(u(x),n(:v)) dS, (,Bilanzidentitat”)

Q r

n(x)

Folgerung 4.2  partielle Integration”

Vo € W(Q), Y € WH(Q) mit 1 < p <o, 41 =1

0 0
/(0_%0) wdr = —/ <a—$]w> vdx—i—/vwnj ds,.
Q Q r

Beweis:
Setze in Lemma 4.4: u(z) = v(z)w(x) € WH(Q) + Holder-Ungleichung
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4.7 FEinbettungssédtze und Sobolev-Ungleichung

Folgerung 4.3 , 1. Greensche Formel”

/(VU,Vw) dr = / (Av)w dx + /

Q r

Vv € H*(Q)) Yw € HY(Q)

Beweis:
Setze in Lemma 4.4: u(z) = <6‘Z v(x)) w(z) € WHH(Q) + Summieren

Folgerung 4.4 , 2. Greensche Formel”

/ (Av)w — (Aw)] de = / <§—Zw _ g—‘sv> ds, Vu,w e H(S).

Q r

4.7 Einbettungssatze und Sobolev-Ungleichung

Definition 4.10 (stetige Einbettung)

Es seien U, V' normierte Rdume mit den zugehorigen Normen || - ||, || - [|v-
Der Raum U heifit stetig eingebettet in V, falls Vu € U gilt: u € V und eine Konstante
¢ > 0 existiert mit

lully < cl|ully VYue U.

Falls U nicht Teilmenge von V ist, betrachtet man einen Isomorphismus von U auf einem
Teilraum von V' (und identifiziert diese beiden nachfolgend).

Schreibweise: U — V/
¢ heiflt Einbettungskonstante.

Lemma 4.5 Sei Q C R ein Gebiet, 1 < p < 0o, m > k. Dann gilt
W™P(Q) — W*P(Q).

Lemma 4.6 Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet, k >0 und 1 < p < ¢ < oo. Dann gilt:
WH(Q) — WHP(Q)

Lemma 4.7 (natiirliche Erweiterung)
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4 FEine FEinfiihrung in die Theorie der Sobolev-Réaume

Sei Q C R? ein Gebiet mit einem Lipschitz-Rand I' = 9€). Dann existiert eine Abbildung
E - WkP(Q) — WkP(RY), k>0, 1 < p < oo mit

a) Evy,=v
B Bolhwen < Csllolbwesa

Satz 4.2 (Sobolev-Ungleichung)
Sei QO C R? ein Gebiet mit Lipschitz-Rand I' = 9, £ > 1, 1 < p < oo mit
k>d fir p=1
k > C—l fir p> 1.
p
= Es existiert eine Konstante C, sodass Yu € W*P(Q) gilt
[ull @) < Cllullwrrg)-
Und in der L>=(£2)-Aquivalenzklasse von u ist sogar eine stetige Funktion enthalten, d.h.
Wk?(Q) — C(Q).

Bsp:

(),

Bemerkung 4.12 Jede Funktion mit geniigend vielen schwachen Ableitungen kann als
stetige, beschrinkte Funktion betrachtet werden.

Bemerkung 4.13 Die Bedingung k > % (strikte Ungleichung!) ist scharf fir p > 1:
Beispiel 4.6

Seid>2 Q={zeR’: |z] <1},

f(z) =In|In|z|| € L>(Q2), da unbeschrankt an z = 0.
Es gilt fir |af = 1:

2| = (/2% + ... + 22 = 0%a| = lx—a|
x
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4.7 FEinbettungssédtze und Sobolev-Ungleichung

Fiir p < d erhalten wir

2o |” 1P 1
0°f (@) = || o S e
lz[|  ||z[In]z| 2| In |z|
<1 >1
und damit

1
2
1 pd—l
\8af(x)\p dr < /—diﬂ = / dW/—dp (sphérische Koordinaten)
/ ] I |4 p?|In pl?
Q Q Sd—1 0
1

2

1
= Fsd—l/ dp
( )0 plIn p|¢

In2

= F(S%7h —/% < 00, weil d > 2;

o0

mit p=e" (dh. t =—Inp) = |[Inp| =t >0, dp = —p dt.
Es gilt damit 0“f € LP(Q2), p < d, |a| = 1.
Analog beweisen wir f € LP(Q), p < d.

Damit gilt: f € Wh(Q), p <d
oder k=1< %. (Die Bedingung des Satzes 4.2 ist verletzt)

Bemerkung 4.14 Die Bedingung ,I" ist Lipschitz-Rand” vm Satz 4.2 ist wichtig:

Beispiel 4.7

Sei @ ={(z,y) eR?: 0<x <1, |y| <z"} fiir ein r > 1 = T ist nicht Lipschitz!
Fir u(z,y) =27, 0<e<r, 1<p<oogilt:

o0y = _E g5t
D
~—
=:c(e,p)
o0y = 0
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4 FEine FEinfiihrung in die Theorie der Sobolev-Réaume

%
und damit

Z/]@au\p dedy = cp/xsp dx dy

=10 Q
1 z”
= cp/m_f_p/ dy dx
0 —x"
1

= QCp/x_E_p+T dr < oo

0

fir —e —p+7r > —1,d.h. p <1+7r —e. Wahle nun € > 0 so klein, dass noch ein p > 2
zuléssig ist.

analog: v € LP(Q))

D.h.w € WH(Q) mit § <1 =k, aber an = 0 unbeschrénkt!

Ref: [GR] § 3-3.2, [Hal] § 6
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5 Variationsformulierung von
Randwertproblemen

5.1 Bilinearformen, lineare Funktionale

Definition 5.1 (Bilinearform)

Sei V' ein Vektorraum.
Die Abbildung a(-,-) : V' x V — R heifst Bilinearform, wenn

a(u, \o + pw) = Aa(u,v) + pa(u, w)

a(Au+ pv,w) = Aa(u,w) + pa(v, w) Yu,v,w e V; A peR.

Bemerkung 5.1 Das Skalarprodukt ist eine Bilinearform mit den zusdtzlichen Eigen-
schaften:

Beispiel 5.1

a) V=RY (uv)= Zujvj

b)  V =L*Q), (u,v)r2q = /u(x)v(m) dx
Q

) V=HQ), (u,v)o00= Z (0%u, 0%v) 120
laf<k

Definition 5.2
Eine Bilinearform a : V x V — R auf einem normierten Vektorraum V heifdt

1) stetig (bzw. beschrinkt), falls es eine Konstante C gibt, so dass

la(v,w)| < Cy||v]jv]w|ly Yv,w e V; C): Stetigkeitskonstante
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5 Variationsformulierung von Randwertproblemen

2) koerziv auf dem Unterraum H C V', wenn sie stetig ist und eine Konstante Cy > 0
existiert, so dass

a(v,v) > Co|lv||} Yo € HCV; Cy: Koerzivitiitskonstante
Lemma 5.1 SeiV ein Hilbert-Raum und a(-,-) eine symmetrische (a(u,v) = a(v,u) Yu,v €
V') Bilinearform, die auf dem abgeschlossenen Unterraum H C V' koerziv ist. Dann ist
(H,a(-,-)) ein Hilbert-Raum.
Beweis:

Auf H gilt: a(v,v) = 0 & v = 0 und a(v,v) > 0 Yv € H, d.h. a(-,-) definiert ein
Skalarprodukt auf H.

Sei ||v||z := (a(v,v))? die entsprechende Norm (,Energie-Norm™) und {v,} eine Cauchy-
Folge in (H,a(-,-)).

Die Koerzivitét garantiert, dass {v,} eine Cauchy-Folge in (V, ||-||v) ist: ||[v||z > /cz2||v||v.
Da V vollstandig ist, existiert v € V mit v,, = v in || - ||y.
Da H C V abgeschlossen ist, gilt v € H.

Mit der Stetigkeit von a gilt dann:
lo=valls = (a(v = vn,0 = 02))7 < (Chllv = vally - [l = vallv)? — 0.
Also ist (H, || - ||g) vollstdndig.

= (H,a(-,-)) ist ein Hilbert-Raum.

Satz 5.1 (Projektionssatz)

Sei H C V ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbert-Raumes V. Sei v € V\H und
§ = infyey ||[v — wlv.
Dann gilt:
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5.1 Bilinearformen, lineare Funktionale

1) 6>0
2)  Jdw'e Hmit|jv—wy=94¢
3) wv—w'eHt

Beweis:

1) Der Unterraum H ist bzgl. || - ||y abgeschlossen und v ¢ H = § > 0

2) Sei {w,} C H eine minimierende Folge, d.h. lim,_, ||[v — w,]|| = 0.

Wir werden zeigen, dass {w,} eine Cauchy-Folge ist:

0 < flwm —wally = (wm —v) = (wa =)}

2([lwm = o[y + lwa = v]I7) = (W = v) + (wa = )|
Wy, + Wy

2

= 2(|[wm = vly + llwn —v]l7) — 4] — v

Es gilt
1 1
§(wm +w,) € H = H§(wm +w,) —vllv 26
und damit
0< “wm - wn”%/ < 2(||wm - U”%/ + Hwn - U”%/) — 46°

Fiir n — 0o, m > n erhalten wir

m |Jw,, — w,|3 < 2(6% +6%) — 46% = 0,

n—oo

d.h. ||wp —wy|ly — 0 = {w,} ist eine Cauchyfolge.
Damit Jw* = lim,_,oc wy, in || - [|v, w* € H.
Die Stetigkeit der Norm ergibt ||v — w*||y = .

Sei w € H und t € R. Betrachte die Funktion ¢(t) = ||v — w* + tw||?.
Es gilt: g(¢) hat in ¢t = 0 ein Minimum, d.h.

g ()|i=0 = 2(v — w*, w) + 2t||w||*|i=0 = 2(v — w*,w) =0 Vw € H.

Damit erhalten wir v — w* € H+.
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5 Variationsformulierung von Randwertproblemen

Bemerkung 5.2 Vv € V gilt v = w* + wt mit w* € H, wt € H' und |jv — w*|| =
infyey ||v —wl.
Diese Darstellung ist eindeutig.

Definition 5.3 (Projektor)

Der Operator P :V — H mit Pv = w* heikt Orthogonal-Projektor. Es gilt P? = P.

Bemerkung 5.3 Der Projektor P ist ein linearer Operator:
Pe L(V,H); ||[P|| =1 fir H # {0}

Sei V' ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-,-) : V' x V — R, u* € V ein festes
Element. Die Abbildung ¢+ : V. — R, v — @u«(v) := (u*,v) ist ein lineares, stetiges
Funktional.

Es gilt aber auch:

Satz 5.2 (Darstellungssatz von Riesz)

Jedes stetige lineare Funktional ¢ : V' — R hat die folgende Darstellung:
Es existiert genau ein u*(= u*(p)) € V, so dass

p(v) = (u*,v), YveVund |¢|y = ||u*||v

Beweis:
Sei H C V ein Unterraum mit H = {v € V : p(v) = 0}.
Damit kann V in eine direkte Summe

V=HoH", H- ={2€V :(z,0)=0, Vv e H}

zerlegt werden.

Es gibt zwei Mo6glichkeiten:

1) Ht = {0} = o(v) =0 = H =V = p) = 0 Yv € H, d.h. es besteht die
Moéglichkeit, u* = 0 zu wahlen.

2) H- + {0},
Wihle ein Element z € H+, 2 # 0. Es gilt ¢(2) # 0. Weiterhin gilt fiir alle v € H+
=%y
v—oaz € H-, weil v,z € H, aber auch
v—az € H, well p(v—az) =p(v) —ap(z) =0,
und damit v — az =0, dim H+ =1

mit «
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5.1 Bilinearformen, lineare Funktionale

Vv € V gilt jetzt eindeutig v = vy +az, vy € H
und damit p(v) = p(v1) +ap(z) = a = %
~——
=0

Das gesuchte Element u* € V' hat die Form

o = 90(22) s
121l
; \ e(2) ¢(v)
u,v) = (u,v; +az)= Z,v1 + -2
= A FA e N
o(2) o(v) 2| _
=0
Eindeutigkeit: Ubung
e Fiir die Norm von u* € V gilt offenbar:
2 2
[ |5 = (u,u*) = (2,2) = ,
v 12115 12113
. z
dh, [fufly = 23
Izllv
Die Definition der Norm in V' liefert:
* Schwarz-Ung]l.
vev,o0 [[Uflv weviuzo [[V]lv
Andererseits
. p(2)] p(v)]
[u*llv = < sup = [lo[lv
[zl ™ vev,uzo [lvllv

Danit gilt: |||+ = [|u*]lv-

Bemerkung 5.4 Fs existiert damit der sog. Riesz-Isomorphismus V' « V', der die Norm
erhdlt.
Die dadurch identifizierten Riume, zB H}(2) und H=*(Q) sind aber sehr unterschiedlich.
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5 Variationsformulierung von Randwertproblemen

5.2 Variationsformulierungen
Beispiel 5.2 (Dirichlet-Problem fiir die Poisson Gleichung)

{ —Au = fizeQ |-veCiQ); [,..dx (5.1)

u 0, 00

e klassische Lisung, falls u € C%(Q) N C(Q) (hinreichende Bed: f € C(Q))

—/Auvda::/fvda:
Q Q

/Vu-Vvdx— @vdS:/fvdx
on
Q o0 Q
g ~ / [ ~ J/ | SR —
=:a(u,v) =0 =:p(v)

e schwache Formulierung:
ges: u € HY(Q) mit:

a(u,v) = p(v) Yo € H=V = H})

Hinreichende Bed.: f € L?(Q)
Notwendige Bed.: f € H'(Q) = H’

u heisst dann schwache Lésung von (5.1).
Laut Bemerkung 4.11: Auf Hj(Q) ist y/a(u,u) = |u|1 20 dquivalente Norm zu ||ul| g1 (q).

= af(-,-) ist auf HJ(NQ) stetig, symmetrisch und koerziv.
lp() < If 2@ vl 2@ < cllvllmie
=  ist stetiges lineares Funktional, also o € H'.
Die allgemeine Formulierung einer Variationsgleichung ist wie folgt:

a) Sei V ein Hilbert-Raum,
b) H C V ein abgeschlossener Unterraum,

c) a(-,-):V xV — R eine stetige, symmetrische, auf H koerzive Bilinearform.
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5.2 Variationsformulierungen

Die Aufgabe:
Sei ¢ € H' gegeben. Gesucht ist ein Element v € H mit

a(u,v) =pv) YveH (5.2)
Satz 5.3 (Euxistenz/Findeutigkeit der Losung der Variationsgleichung)

Die Bedingungen a), b), ¢) seien erfiillt.
Dann existiert eine eindeutige Losung der Aufgabe (5.2).

Beweis:
Die Bedingungen a), b), ¢) garantieren, dass a(-,-) auf H ein Skalarprodukt darstellt.
Damit existiert eine eindeutige Losung u* des Problems laut (Riesz-Satz):

a(u*,v) =pv) YveH

e Das Galerkin-Verfahren zur ndherungsweisen Losung des Problems (5.2) lautet:

1) Der Ansatzraum H, C H (,konformes Verfahren”) sei ein endlichdimensionaler Un-
terraum von H, dim H, = n < oc.

2) Gesucht ist ein Element u;, € Hj, mit
a(un,v) = p(v) Vv € Hy (5.3)

Satz 5.4 Die Aufgabe (5.3) (Galerkin-Verfahren) hat eine eindeutige Losung.

Beweis:

Hy, mit a(-,-) ist offenbar ein Hilbert-Raum.

Die Einschrinkung der rechten Seite auf Hj, liefert ¢|g, € (Hp)'.
Damit existiert eine eindeutige Losung uj, € Hj, (laut Riesz-Satz).

Folgerung 5.1 (Fundamentale Orthogonalitit)

a(u® —up,v) =0 Yv € Hy,

wobei u* die Losung von (5.2) und wuy, die Losung von (5.3) bezeichnen. D.h. der Fehler
des Galerkin-Verfahrens ist orthogonal zu Hj, bez. des Skalarproduktes a(-, ) (vgl. Lemma
5.1).
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5 Variationsformulierung von Randwertproblemen

Folgerung 5.2 Es gilt: ||u* — up||p = mingep, ||u* — v||g, wobei die Energie-Norm in H

als || - || := (al(-,-))2 definiert ist. D.h. uy, ist Bestapprozimierende bez. || - || 5.
Beweis:
lu —unllfy = a(w —up,u’ —up)
= a(u" —up,u" —v)+alu” —up,v—up)
€Hp,

= a(u" —up,u" —v)

VAN

|lu* — up||g - ||u* — v||g (Cauchy-Schwartz).

Fir ||u* —up|lp # 0 = ||u* —upllp < ||[u* —v||g Vv € Hp, und damit ||[u* — up||p =
inf,em, [|[u* — v g.

Satz 5.5 Die Bilinearform a(-,-) sei koerziv und symmetrisch. Dann gilt:
u € H lost die Variationsgleichung (5.2) < w minimiert das folgende, quadratisch-
nichtlineare Funktional:

J:H—R; Jw)=a(v,v) — 2p(v) (5.4)

Bew:

Vv € H gilt:

Jw) “E™ alu,u) — 20(u) 4+ 2a(u, v —u) — 20(v —u) +a(v — u, v — u)

=0 wegen (5.2) >0

> J(u)

Sei v € H Minimum von J iiber H, und v € H beliebig.
Betrachte fiir ¢ € R:

a symm.

§(t) == J(u+tv) =T alu,u) + 2ta(u,v) + ta(v,v) — 2p0(u) — 2tp(v)

= j/(0) = 0, also 2a(u, v) — 2p(v) =0
0J

Das Minimierungsproblem J(vp,) - min in H », heisst , Ritz-Verfahren” fiir das Variations-
problem (5.4).
Fiir a(-, -) symmetrisch ist es zum Galerkin-Verfahren dquivalent.
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5.2 Variationsformulierungen

Variationsgleichung & Variationsproblem
a(u,v) =pv) Yve H bei Symmetrie J(v) Y min in H
| !
Galerkin-Verfahren & Ritz-Verfahren
a(up,v) = (v) Yv e Hy bei Symmetrie J(v) s min in H,

)
Galerkin-Gleichungen
Z?:l uja(bj7 bl) = Qﬁ(bl),Z = 17 R
{b,}... Basis von Hj,

Wenn die Bilinearform nichtsymmetrisch ist, wird die Situation schwieriger:

Beispiel 5.3 —u" +u' +u=f, v € (0,1), «'(0) =u'(1) =0
Sei V =HY0,1), u,veV.

1

a(u,v) = /(—u” +u 4+ u)vde

0

1
= —uvlj+ / vd:c—ir/u—iruvdx
0

1

= /(u'v' +u'v + uv) dx

plv) = /1fvdfc

Diese Bilinearform ist nichtsymmetrisch, aber stetig und auf V' koerziv:

Stetigkeit:
1
(o) < | omon + [wvds
0
< Nullaopllvlla oy + 1wl zz2onlvl 20,1
< 2lullgronllvlaio
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5 Variationsformulierung von Randwertproblemen

Koerzivitat:

N =
N | —

a(v,v) = /1((1/)2 +v'v 4+ 0?) dx = /1(1/ +v)? dz + /1((1/)2 +v?) dx

g

— 2
=102 0.1,

1
= 5”"’”%{1(0,1)

Bemerkung 5.5 Die Gleichung —u" + au’ +u = f fihrt fir grofie |a| auf eine nicht-
symmetrische und nichtkoerzive Bilinearform (siehe Ubung).

Satz 5.6 (Lax-Milgram)

Sei V' ein Hilbert-Raum, a(-,-) : V x V — R eine stetige und koerzive Bilinearform und
© € V' ein lineares Funktional tiber V. Dann existiert eine eindeutige Lisung u* des
Variationsproblems

a(u,v) = p(v) Yo eV.

Beweis:
Sei u € V ein festes Element und 1, : V' — R das Funktional

v = Y, (v) = a(u,v), veVv
Das Funktional ist linear (a(u,v) ist linear bzgl. v), stetig:
[Yu(0)] = la(u, )| < erlullv - [lv]lv = ellollv

und seine Norm

loully = sup L2nl!

< allully < o0
veV,u#£0 ||U||V

ist endlich. Damit gilt v, € V'.

e Damit haben wir eine lineare Abbildung w +— 1, von V nach V' definiert (a(u,v) ist

linear bzgl. u!).
Die Abbildung v, ist stetig:

lullv:

| Vullv -y = <q
[l

e Die Gleichung a(u,v) = ¢(v), Vo € V kann man damit als ¢,(v) = ¢(v), Vo € V
reformulieren.

Der Darstellungssatz besagt, dass ein u* existiert mit u*(¢,) = u*(¢). Alle Formulierun-
gen sind offenbar dquivalent.
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5.2 Variationsformulierungen

e Die letzte wird jetzt betrachtet:
Sei T': V — V die Abbildung

Tv=v— p(U*(¢u) - U*((p))7 Vv € V7 P 7é 0
Wir werden zeigen, dass T' kontrahierend ist, d.h.

| Tvy — Tosly < qllvy —veflv, 0<g<1

[T =Tl = [Jor = va — p(u*(shy,) — w" (¥, I}
= v —pu* ()|} (v=v; —vy,u*(1)), 1 sind linear)
[oll} = 2p(v, u* (¢0)) + p?llu* (o) I3
[0l[§ = 2p30(v) + P2 [t (u* (¥))]
[0ll§ = 2pa(v,v) + p*|av, u* ()]
[0ll§, = 2pallol§ + p*erl|vllv]le* () [lv
(1= 2pa + p*cd)||vf3
(1 = 2pa + p*cf)|Jor — val[3

IA A

Fiir p(pc? —2a) < 0ist ¢ =1 — 2pa + p*c} < 1

dh. fir0<p< 26—3“ ist die Abbildung T kontrahierend,
1

d.h. es existiert ein eindeutiger Fixpunkt Tu = u :

— p(u*(hu) —u*(p)) = u
= u (wu) =u'(p) =Yu=
= a(u,v) =pv) YweV

Folgerung;:
Die Galerkin-Gleichung

V,CcV ,dim V), < oo
a(up,v) = @v) Yo eV,

hat eine eindeutige Losung. (Satz 5.6 fiir Hilbert-Raum V)

Eine wichtige Frage ist die Genauigkeitsabschdtzung fiir die approxrimative Losung up, d.h.
die Abschétzung fiir ||u — ||y, wobei u die exakte Losung bezeichnet.

Satz 5.7 (Céa-Lemma)
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5 Variationsformulierung von Randwertproblemen

Die Voraussetzungen a), b) und c) seien erfiillt und u € V sei die Losung von (5.2). Die
Galerkin-Losung uy, von (5.3) erfiillt

‘.
— < = — .
Il = unlls < 2 min flu = vfja, (5.5)

wobei ¢; die Stetigkeits- und co die Koerzivitdtskonstante von a(-, ) bezeichnen.

Beweis:
Es gilt a(u,v) = p(v) Yo € H und a(up,v) = ¢(v) Yv € Hj, und damit (Folgerung 5.1)
die fundamentale Orthogonalitdt

a(u —up,v) =0 Yv € Hy.

Die Bilinearform ist auf H koerziv:
Collu — w3 a(u — up, u — up)
= a(u—up,u—v)+alu—upv—u)
€Hn

a(u — up,u —v)

IN

cillu —upllg - Ju —vllg Vv € Hy,

und damit

c
[w —un|l < C—lllu —vllg Vv e H,
2
Da Hj, abgeschlossen ist, erhalten wir

= unllr < & inf flu—ol|g = 2 min |ju— vl
CQ UEHh CQ ’UEHh

Bemerkung 5.6 Die Norm des Fehlers ist proportional zur bestméglichen Approzimation
in Hy. Die Abschdtzung nennt man deshalb quasi-optimal.

= Ziel: Wahl von Funktionenrdumen H, (z.B. als FE-Raum), so dass u gut approximier-
bar ist.

Bemerkung 5.7 Sei{H} eine asymptotische dichte UR-Folge von H; d.h.: jedes uw € H
kann beliebig gut durch ein uy, € Hy, approzimiert werden.

Aus (5.5) folgt dann Konvergenz: ||u — up|| g =9 0.
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5.3 Beispiele elliptischer Variationsformulierungen

5.3 Beispiele elliptischer Variationsformulierungen

Beispiel 5.4 ,Neumann-Problem”

Die Aufgabe:

{ —Au(x) + q(z)u(z) = f(z) ,2 € QCRY d>2
2ue) — g(x) o€l =09

Die Variationsformulierung:

a(u,v) = p(v), YweV =H(Q)
mit

a(u,v) = /[(Vu, Vv) + q(x)uv] dx

Q

<p(v):/fvdx+/gvdsx

Q r

Greensche Formel:

—/Auvdx—/(vu,vv)dx—/@-vde
on
Q Q T

Die Eigenschaften von a fir ¢ € L>(Q2), ¢(x) > go > 0:

1)

|a(u, )|

<
< max(L, gl @) lull e vl a0
= stetug.

2) a(v,v) > [[V][21q) + @llv]|72) = min(L, qo) - [v]l7 0
= koerziv.

5,
~
N

ClHUHHI(Q) + /gv ds,
T
cillvl|ar@) + gl 2@y ol L2y

<
< alvllaie) + ellvllag) < cllvllae)

dh. p € V' fiir g € L*(T) und f € L*(Q).
= eindeutige Losung.

IVull 2@ VUl 200y + gl e @) llull 2@ [Vl 20
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5 Variationsformulierung von Randwertproblemen

Beispiel 5.5 (gemischte RB)

—Au = f , QCRY d>2
u = 0 s Fl
Pypu = q , Ty

Anwendung: Wirmeleitung in €2 mit fester Randtemperatur auf I'y und Fourier’scher Ab-
kithlung auf T'y: % + p(u — up) = 0 mit Aulentemperatur uy und p = Koeffizient des
Wirmeverlustes.

Seipe L>®(Ty), g€ L*(Ty), p>0, 11Ny =0, Ty Uy =T, measga—1(Ty) >0

/Vu-Vvdx—/@vdS:/fvdx
on
Q r r

:>/Vu-Vvdx+/puvdS:/fvdx+/qu5 Yo eV,
Q

T2 Q I'>

N J/ N

g g

=:a(u,v) =:p(v)

V:={ve H(Q) | v|r, =0}
e V ist Hilbert Raum, da abgeschlossener UR von H'():

sei {v,} C V (also yv, € L*(T') mit yv,|r, = 0) und v, — v in H(Q)

= yv € L*(T)
[vollzzry) = v = yvnllz@ryy < llvo = youll L2
Lemma 4.1 00
< cllv =g — 0

also v|p, = 0.
o |[v]lv = ||IVv| 12 dquivalent zu [[v||g1 o) (It. Bem. 4.11)
e q stetig (da p € L*>®°(I'y)) und koerziv (da p > 0)
e ¢ stetig auf V (fiir ¢ € L*(T'y) und f € L*(Q))

= 3! Losung

Beispiel 5.6 (Plattengleichung)
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5.3 Beispiele elliptischer Variationsformulierungen

{Azu = f , QCR?

u=2% = 0 , I'=90Q

RB impliziert Vu|r = 0.
Anwendung: Durchbiegung einer belasteten Platte bei horizontaler Einspannung.

Mit 2. Greenscher Formel (=Folgerung 4.4):

/A(Au)v dr = /AuAU das+/ %U - @u s
on on

Q Q r

= schwache Formulierung;:
ges: u € V = HZ(Q) mit

/AuAvdx:/fvda: Vv € H ()
0 Q

—_———— N——
=:a(u,v) =:p(v)

e analog zur Friedrichs-Ungleichung (Lemma 4.2) gilt
c||u]|§{g(m <a(u,u) Yu€ HF(Q)
= a ist koerziv und stetig.

e pc V' (zB. fir f € L*(Q))
= eindeutige Losung.

Ref: § 3.3 - 3.4, [Hal] § 7
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6 Finite Elemente

6.1 Grundbegriffe, Definitionen

Idee: Zerlegung von € in (endlich viele) Teilgebiete T} (in 2D: Dreiecke oder Vierecke).
Auf jedem Tj betrachtet man einen Raum von Formfunktionen (,Finite Elemente”) P;
(=Polynome).

Definition 6.1 (abstraktes finites Element; Ciarlet, 1978)

Sei

1) T C R? ein Gebiet mit einem stiickweise glatten Rand (meist Polyeder)

2) P ein endlichdimensionaler Funktionenraum auf 7" (Unterraum von C(T), meist
Polynome)

3) ¥ = (¢n,...,1,) eine Basis von P’

Das Tripel (T, P, ¥) heifst Finites Element.

e T ist das Elementgebiet

e P ist der Raum der ,,Formfunktionen”, dim P = n
e ¢;, 7 =1,...,n sind die Knotenvariablen.

Beispiel 6.1 (1D Lagrange-Element)

T=(0,1)CR
P = P[0,1] : Polynome des Grades 1
U= (i) ¢ (@) = (0), a(ole)) = o(1)

(typisch: Funktionswerte + Ableitungen an ,Knoten”)

0 1 e Knoten

Eine mdgliche Basis in P ist (1 —x,x) = (v1(x),v2(x)), d.h. es gilt ;(vg) = 0.
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6 Finite Elemente

Definition 6.2 (Knotenbasis)

(T, P, V) sei ein finites Element.

Eine Basis (vy, ..., v,) von P heisst Knotenbasis (nodale Basis), falls ¢;(vg) = 0k, J, k =
1,...,n gilt. (=Funktionen, die an genau einem Punkt von 7" einen von Null verschiedenen
Wert annehmen. )

Die Bedingung 3) in Definition 6.1 ist oft schwer zu iiberpriifen. Deshalb formulieren wir
das

Lemma 6.1 (Charakterisierung einer Basis in P’)

Ein System von Funktionalen ¥ = (41, ...,%,) ist genau dann eine Basis von P’, wenn
aus ¢;(v) =0; j=1,..,n; ve Pv=0 folgt.

Beweis: (lin. Algebra)

Sei (vq,va, ..., vp,) eine Basis von P.

VU ist eine Basis in P’, wenn Vi € P’ solche ayq, ..., a,, € R existieren, dass 1) = Z?Zl a1,
gilt, oder dquivalent ¥ (vg) = 37, a;(vk), k = 1,...,n (die Wirkung auf eine Basis ist
ausreichend).

Die Matrix A mit ag; = ¢;(v), k,j=1,...,n; A € R™" wird betrachtet.

Die letzten Gleichungen sind dquivalent zu (A regulér < W ist Basis)

Ay=1b, y=(a1,...,an)", b= (Y(v1), ..., (v,))".

e Beweis der Notwendigkeit:
U ist eine Basis von P’ und ¢;(v) =0, j=1,...n; v € P. Esgilt v =>"7_, Byvy
und damit ¢;(v) = 0= >"7_, Btj(vx) oder ATz =0, z = (b, ..., 3,)7, die Matrix
AT ist aber regulir (¥ ist Basis), d.h. 2z =0 = v = 0.

e Beweis der Hinlanglichkeit:
Yi(v) =0, j=1,...,n = v =0 bedeutet ATz = 0 hat nur die triviale Losung = A
ist reguldr = W ist eine Basis.

Bemerkung 6.1 Jedesv € P ist durch die n Werte der Funktionale U (d.h. durch 1;(v))
eindeutig bestimmit.

Bemerkung 6.2 Sei L = {z : l[(z) = 0} eine Hyperebene in RY, wobei l(z) eine nichttri-
wiale lineare Funktion ist.

Wenn ein Polynom p(x) des Grades m > 1 auf L verschwindet, kann man es als p(z) =
l(x)g(z), deg g = m — 1 darstellen.
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6.2 Dreieckselemente in R?

Sei T' C R? ein Dreieck, P, der Raum aller Polynome in (z1, z3) des Grades < n; dim P, =
s(n+1)(n+2).

Beispiel 6.2 | lineares Lagrange-Dreieck”, n =1, dim P = 3

Knotenvariablen ¥ = (11,19, %3) mit (z.B.) ¥;(v) := v(z;), wobei z; die Ecken des Drei-
ecks 7" sind.

e U ist Basis von Pj, da die lineare Funktion v durch die 3 Funktionswerte in z1, 29, 23
eindeutig bestimmt ist (mit Lemma 6.1)

e Fiir das Einheitsdreieck mit den Eckpunkten z; = (0,0), 2o = (1,0), z3 = (0, 1) ist
die Knotenbasis:

vi(T1,22) =1 — 21—y, ve(1,22) =1, v3(T1,T2) = Xo.

e alternative Knotenwahl: Seitenmittelpunkte — unstetiges lineares Element.

Polynome hoéheren Grades braucht man fiir:

e hohere Approximationsordnung;

e Gleichungen héherer Ordnung, damit z.B. P, C H?(T).

Beispiel 6.3 | quadratisches Lagrange Dreieck”, n = 2, dim P, = 6
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6 Finite Elemente

Knotenvariablen ¥ = (1, ...1%6), ¥j(v) == v(%;); j =1, ..., 6.
21, 29, 23 sind die Ecken,
Z4, 25, 26 sind die Seitenmittelpunkte.

o U ist Basis von Pj, da:
Seiv € P, mit v(z;) =0; j=1,...6.
v ist quadratische Funktion auf L; mit den Nullstellen z9, 23, 24 = v verschwindet
auf L

= (It. Bem. 6.2) v =y - ¢ mit degl; = degg = 1 und
Ly ={z | l1(z) =0}
= g(z1) = g(25) = g(26) = 0 = ¢g = 0 da linear = v = 0.

e Knotenbasis aus v;(vy) = d;;, berechenbar.
Fiir Einheitsdreieck gilt z.B.

vg(xl,xg) = 33’1(2.1‘1 — 1)

Beispiel 6.4 ,kubisches Hermite Dreieck”, n = 3, dim P; = 10

Knotenvariablen ¥ = (¢, ..., 11q)

Zy = %(21 + 29 + 23)
Yi(v) = w(z); j=1,...,4
1/)5,6(0) = VU(21)7
Yrg(v) = Vo(z),
Po10(v) = Vou(zs).
d.h.
2/}5(1}) Vg4 (Zl)7
Ye(v) Vg, (21).
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6.3 Tetraeder-Elemente im R?

e U ist Basis von Pj, da:
Sei v € P; mit v(z;) =0; j =1,...,10.
v ist kubische Funktion auf L;; eindeutige Losung der Hermite-Interpolation in 2z, 23
mit Funktionswerten und Richtungsableitung gleich 0.
= U|L1 =0
analog:

V|, = 0|, =0

also: v verschwindet in den Knoten des kubischen Lagrange-Dreiecks:

Rest-Beweis analog zu Bsp. 6.3 (vgl. [Bra| § 5.9)

e Begriffsbildung ,Lagrange”, ,Hermite™
vgl. entsprechende Interpolationsaufgaben.

6.3 Tetraeder-Elemente im R?

Sei P, der Raum aller Polynome des Grades n in o = (z1, z, x3).

“ 1
dim P, = 5+ 1D +2) (Induktion!), d.h.

J=0

n_ 11234
dim P, | 4|10 | 20 | 35

Beispiel 6.5 ,linearer Lagrange-Tetraeder”, n =1, dim P, = 4
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6 Finite Elemente

U = (¢1, ..., ¢4) mit ¢;(v) = v(z;), j =1,...,4, wobei z; die Ecken des Tetraeders sind.

Beispiel 6.6 ,Quadratischer Lagrange-Tetraeder”, n = 2,dim P, = 10

\I/ = (¢1, ...7¢10), wj(?}) = U(Zj), ] = 1, ceny 10
21, ..., 24 sind die Ecken
zs5, ..., 210 sind die Kantenmittelpunkte des Tetraeders.

6.4 Triangulierung fiir ) C R?

Das Gebiet Q C R? wird zuniichst als ein Polygon angenommen, d.h. es ist moglich, €
vollstandig in dreieckige finite Elemente zu zerlegen:
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6.4 Triangulierung fiir Q C R?

Quadratgittertriangulierung

N, =38 N, =21 Ny =22
N€:6 N€:12 N6:3O

lokale Verfeinerung bei einspringender Ecke

~ (da Sing. der Losung erwartet), ev. adap-
tiv durch a-posteriori Fehlerschétzer fiir je-
des Dreieck

regelvméﬁig

e (Céa-Lemma: Vj, asympt. dicht in V' = Konvergenz.
h-Methode: Verfeinerung im Ort, lokaler Polynomgrad = konst.
h —p-Methode: Verfeinerung im Ort + Erhohung des lokalen Polynomgrades — nur
fiir glatte Losungen geeignet.
(vgl. Interpolationsaufgabe: Splines «<» Polynome mit hohem Grad)

Beispiel:

(0,1)

26

16

(0,0) o®

1

(1.75,0)

N, = 36: Anzahl der Knoten.

(j,v5), 7 =1, ..., Ni: Liste der Knotenkoordinaten
N, = 49: Anzahl der finiten Elemente

Beschreibung der Elemente:
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6 Finite Elemente

Nummer Knoten Typ
1 1 2 9 1 = ,lineares Lagrange-Dreieck”
2 2 10 9 1
3 2 3 10 1
49 30 31 36 1

Beschreibung der Knoten:

Nummer Koordinaten Typ

1 0.0 0.0 0 =, Randknoten”

2 0.25 0.0 0

10 0.25 0.25 1 = ,innerer Knoten”
36 0.75 1.0 0

Definition 6.3 (zuldssige Triangulierung)
T = Ujvzel(Tj, P;, W) heifit eine zuldssige Triangulierung von €, falls

1) T3, j =1,..., N, sind offene Dreiecke
2) T; NT), = @: die finiten Elemente sind disjunkt
3) Ujvil TJ =0

4) fiir j # k gilt T; N T}, ist entweder

a) leer
b) hat eine gemeinsame Seite

c) hat eine gemeinsame Ecke

Beispiel 6.7 (unzuldssige Triangulierung)

4 5

w

@
@
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6.4 Triangulierung fiir Q C R?

Ty N Ty erfiillt keine der drei Alternativen.
3: ,hdangender Knoten” ... liefert keinen Freiheitsgrad fiir Dreieck

Die Eckpunkte der Dreiecke heifsen Knoten. Es gibt Randknoten und innere Knoten. Fiir
die homogene Dirichlet-Aufgabe bendtigen wir nur die inneren Knoten und definieren:

Vii=<ueC(Q) (dh u(z) =0, z € =00); u(z) = o + B;x1 + 772, v = (T1,22) € T}

-—
stickweise linear

Bem: Beim linearen Lagrange-Dreieck folgt Stetigkeit entlang der Kanten.

Es gilt:

Lemma 6.2 Sei 7 eine zuldssige Triangulierung von 2 mit linearen Lagrange-Dreiecken.

1) Es gilt V}, € Hj(Q2) — konforme FEM

2) Jede Funktion u € V}, ist durch ihre Knotenwerte
U; = U(Qﬁj>, j = 1, ...,Ni, Nk = ]\7z —+ NR
eindeutig bestimmt. (N;: Anzahl innere Knoten, Ng: Anzahl Randknoten)

3) Es gilt: N; = dimV},

T

4) Fiir alle u € RN u = (uy,...,uy,)
u(zj) =wuj, j=1,..,N;. Fir u gilt:

existiert genau eine Funktion u € V} mit

N;
u(a) =Y usb;(x),
j=1
mit den Basisfunktionen b;: bj(xy) = d;i, bj € Vj,

Bew (von (1)): Vuly, = (8;,7;)" = Vu € L*(Q); u € Co(Q) = u € H}(Q)

Beispiel 6.8

Ai’ Gitter
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6 Finite Elemente

Folgerung:
Das Galerkin-Verfahren fir die Dirichlet-Aufgabe

—Au = f , x€Q
{ w =0, 2T =00 (6.1)
lautet auf dem co-dim. Raum V' = Hj(Q):
a(u,v) =p(v) YveV (6.2)

a(u,v):/(Vu,Vv) dx, go(v):/fvdz,

Q Q

und auf dem endlich dimensionalen Unterraum V},:
a(up,v) = @v) Yv e,
Das ist zu folgendem Gleichungssystem dquivalent:

Au = f mit A € RNix N u, f € R

mit a;; := a(bj(x),b;(z)), fi = o(bi(x)).

Praktischer Ablauf der FEM:

1) Triangulierung
2) Berechnung der Matriz-Elemente von A (,Steifigkeitsmatrix”)

a) a;; =0, falls ; und z; nicht direkt verbunden (d.h. benachbart) sind.
b) ai; =324 [, (Vb;, Vb;) dz, Ty habe die Ecken z; und x; (inkl. i = j)

e Berechnung von ka (Vb;, Vb;) dx oft auf ,Einheitsdreieck” (siehe §6.5), dann
~Assemblierung” (d.h. }_,)

e typische Eigenschaften von A:
— symmetrisch und positiv definit (— Ubung)
= 3! Losung von Au = f.

— Bandmatrix mit Bandbreite O(1/N;), schwach besetzt
— schlecht konditioniert: ro(A) = O(h™2) (vgl. § 3.6)

Beispiel 6.9
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6.5 Konvergenz konformer finiter Elemente

Betrachte (6.1) auf 2 = (0,1)? mit den Basisfunktionen aus Bsp. 6.8,
regelméfsiger Triangulierung und zeilenweiser Nummerierung der inneren
Knoten.

= A =blocktridiag(C, B, C) € RNi*Ni,
B =tridiag(—1,4,—1) € RVNixVN;

Bem: Die Matrix fiir das 5-Punkt-Differenzenverfahren war %A (vel. § 3.6,
Ubung).

3) Lésung von Au = f (z.B. mit Cholesky-Zerlegung [Aufwand hier: O(N7?)], prikon-
ditioniertes CG-Verfahren)

6.5 Konvergenz konformer finiter Elemente

Frage: Konvergenz(ordnung) des Galerkin-Verfahrens, d.h.
ges: Abschitzung des Fehlers u — uy,, z.B. in der Norm von V' = Hj.

Laut Céa-Lemma: beste Fehler-Abschatzung mittels

})Teﬂvf; HU_UHH(%(Q)a

das ist die Projektion von u in Vj, C H}(Q)

Die Konstruktion dieser Projektion ist aber praktisch nicht moglich.
— Oft wird statt dessen die sog. interpolierende Funktion (Interpolation der Knotenwerte)
aus V}, zur Approximation von u benutzt. Fiir Lagrange Dreiecke gilt z.B.:

N;
Iyu(z) = Zujbj(az), d.h. w(z;) = Lu(z;), j=1,...,N;
j=1
Hinreichende Bedingung fiir punktweise Auswertung von u: u € H?*(d < 3)

Offenbar gilt jetzt:
Céa .
lu—uplly < ¢ -minljlu—vlly <c-ljlu— |y (6.3)
veV,

und die Aufgabe reduziert sich auf die Untersuchung der Interpolationseigenschaften.

Ziel dieses Abschnittes sind Abschitzungen des Interpolationsfehlers der Form:

lu — Thull ga) < C(W)[[ullmr@)-
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6 Finite Elemente

Weiterhin gilt Q = Ujvz‘"l T; und damit (vgl. Lemma 6.2)

1
Ne 2
lw = Tnull sy (2) = ( > llu— IhUH?Lp(Tj)) (6.4)
i=1

Folglich geniigt es, die lokalen Interpolationseigenschaften zu studieren. Man wechselt da-
bei auf ein sog. Standardelement (z.B. auf das Finheitsdreieck).

Definition 6.4 (affin-dquivalente Mengen)

Zwei Gebiete Q,Q C R? heifen affin-dquivalent, wenn eine bijektive affine Abbildung
F : RY — R? existiert,

r=F(%)=Bi+b, BecR™ (reguldr), b€ R?

mit Q = F(Q).

Fiir die Funktionen auf © und Q gilt:

x=BI+bmit B= (23— 21|23 —21), b= 2.
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6.5 Konvergenz konformer finiter Elemente

Fiir den Wechsel auf ein Standardelement braucht man die Anderung der Sobolev-Halbnormen
bei einer affinen Abbildung:

Lemma 6.3 (Transformationssatz)

Seien Q, Q) C R? zwei affin-dquivalente Gebiete.
Sei v(x) € WFP(Q), k>0,1<p< o0

= 0(%) = v(F (&) € WFP(Q)
und

Vu(z) € WH(Q) + [0],0 < crallBII*| det B2 [vlp k0, (6.5)
~ 1,
vi(z) € WE(Q) + |olprae < cral BT 1M det BI#[0],.q (6.6)

Um das Lemma 6.3 nutzen zu kénnen, ist es niitzlich, fiir die Normen || B|| und ||B~|5
einfache geometrische Abschdtzungen zu gewinnen, z.B. unter Benutzung von

h = dim(Q), h = dim(Q) (< Umkreisdurchmesser)
p = sup{diam S, S ist eine Kugel in 2} (Inkreisdurchmesser)
p = sup{diam S, S ist eine Kugel in Q} (Inkreisdurchmesser)

Lemma 6.4 Seien Q,Q C R? zwes affin-dquivalente Gebiete. Fir die Norm der Matrix
B in der Abbildung x = Bx +b: Q — Q gilt:

h h
a) Bl <= 1B <=
(@) Bl pH I p
Q
(b) |det3|2%
meas(§2)
Beweis:

(a) Fiir die Norm || B|| gilt:

B¢
1Bl = sup 12

emit [¢)=p P

Fiir € mit ||€| = / existieren §, 2 € Q mit £ = 2 — j

101



6 Finite Elemente

= B{=BZ—-By=z—vy; y,z €
und damit ||BE|| = ||z —y|| < h

(b) | det B| misst die Volumensinderung von Q.

Beispiel 6.10 (Fortsetzung):
h=diam Q, :~%ﬁ >2 = |B| <35 h, Ip* <det B<h?(dad=2)
| B~ < % mit: h = /2, p kann aber beliebig klein werden:

(CA))

©.0) (1.0)

(ein ,schlechtes” Dreieck)

Bei einer Hin- und Riicktransformation einer Funktion geméf (6.5), (6.6) hat man den
Faktor
Ly hh_ h
1Bl B < Mg B
PP P

Der Fall % > 1 muss ausgeschlossen werden.

Definition 6.5 FEine Familie von Triangulierungen {74} >0 von Q mit h, = max<;j<n.(r) hj —

0 heifit regulér, wenn V1, € |Jm, % < o = konst gilt.
J
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6.5 Konvergenz konformer finiter Elemente

Fiir Dreieckselemente ist das dquivalent zu: alle Innenwinkel sind glm. nach unten be-
schriankt (,,Zlamal-Bedingung”).

In der Praxis werden nur regulidre Gitter verwendet.

Folgende Annahmen sind fiir Satz 6.1 notwendig:

1) Die Familie der Triangulierungen von 2 ist regulér.
2) Alle finiten Elemente T} sind zum Referenzgebiet (Einheitsdreieck) T affin-dquivalent.

3) Alle finiten Elemente besitzen einen Lipschitz-Rand.

Satz 6.1 (Approzimationssatz fir Interpolation)

Es sollen ganze Zahlen 0 <[ < k — 1, k > 2 existieren, sodass

P._(T) c P c H(T)
HMT) — C*(T),
wobei s die maximale Ordnung der partiellen Ableitungen bezeichnet, die in der Definition
von ¥ (Knotenvariable) vorkommen. (7', P, V) ist das Referenz-Finite-Element.

Dann existiert eine von h unabhiingige Konstante ¢, sodass fiir alle v € H*(Q) NV gilt:

1
2

N;
(Z v — fhvugmm)> < " ™olga0, 0 < m < min{k, [} (6.7)
j=1

v = Iyollgm@ < B ™vl20, 0 <m < min{l,[} (6.8)

Bewelis:

Fall 1: d = 2; regelméRiges Gitter, d.h. alle Dreiecke sind zum Einheitsdreieck 7" kongruent
(vgl. Bsp. 6.8).

Th:=hT={z=hy|yeT}, h<l

Schritt 1: I - H*(T) — Py_1(T) sei die Interpolation (z.B. Lagrange) zu den J = $k(k +
1) = dim P;_; Knotenvariablen 1)1, ..., 1, (bilden Basis von P, (7)), d.h.

Vi(u) = ¢;(Iu); j=1,..,J (6.9)
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6 Finite Elemente

Laut Normierungssatz 4.1 ist
J
ol = > ()] + ol
j=1

dquivalente Norm zu ||v|| ge (7).
Yu € H¥(T) — C*(T) (laut Vorraussetzung) gilt

< cllu— Tul”

J
= c| Y lwi(u—Tu) |+ Ju—Tulpr | = clulpr, (6.10)

=L _omit (6.9)

l|lu — ]UHHk(T)

da 0*( Ju ) =0 fir |o| = k.

€P1

Schritt 2: sei u € H*(T},):

= wu(hy) € HYT)

v(y)
Ay, Vol < k; dy =h2dx

|a‘:nj~ |al=n T
(6.11)

(6.11) _ h<to
= ullime,y = Y lulhg, =" Y B P < h N0l oy

nm n<m

Verwende diese Ungleichung fiir v — Tu:

m<k —m
< AT = Dol < R0 = o)l g,

lw = Tul| rmz,)

(6.10) .
< e ol g 2 Bl

Summation iiber alle Dreiecke liefert (6.7). (6.8) folgt dann aus (6.4).
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6.5 Konvergenz konformer finiter Elemente

Fall 2: unregelmafiges Gitter bendtigt Transfomationslemma 6.3 VT}:

Iy
Fj(z) = Bt + b und || Bj| - | B; ]| < cj < co.
i

(Details: [Bra] § 6)

Bemerkung 6.3

1) Im Approximationssatz steht links die ,,grobere Norm” (d.h. kleinerer Sobolev-Index
m). Im Gegensatz dazu sind inverse Abschdtzungen (vgl. (6.17)).

2) In (6.8) wird die globale Regularitét von Iv € Vj, verwendet (bisher nur V,, € H}(Q)
betrachtet, vgl. Lemma 6.2);
in (6.7) die lokale Regularitat auf 7. Die Konvergenzordnung k — m héngt also ab
von:

Polynomgrad k£ — 1 der Formfunktionen,
Regularitit von v (in H*(Q)),

(globale) Regularitét von Vj, in H™(Q)
Wahl der Fehlernorm || - || gm

Bsp: (lineares Lagrange-Dreieck): P = P(T) ¢ HY(T), H¥T) — C(T), d < 3; d.h.
k=2, 5s=0

(6.2) und (6.8) mit m = 1 liefern die Konvergenz des Galerkin-Verfahrens in H*():

Ju — unll o) < erllu — Tyullm) < b Hulkao

e lineare Lagrange- Finite Elemente (k = 2, d < 3): Fiir u € H*(Q2) NV erhalten wir
lineare Konvergenz.

Hu — uhHHl(Q) S Ch‘u’Hz(Q) (6.12)

e quadratische Finite Elemente (k = 3): man erhélt theoretisch quadratische Konver-
genz. Auf einem Polygon Q (= 02 nicht glatt!) gilt aber typischerweise u & H3(Q)!

Lemma 6.5 (elliptische Regularitit)

Sei Q C RY, d > 2 beschrankt, 9 Lipschitz, und
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6 Finite Elemente

1) 9Q € C? (falsch fiir Polygon!) oder
2) Q konvex.

Dann gilt fiir die Dirichlet-Aufgabe (6.1):

[ull a2y < (DNl 2 - (6.13)

(triviales) Bsp: —u” = f € L*(0,1), u(0) = u(1) = 0 = u € H*(0,1).

6.6 L>-Abschitzung fiir lineare Elemente

Die optimale Konvergenzordnung fiir lineare Elemente ist O(h):
lu = unllmr ) < e1 - hlulpz),

falls u € H*(Q)NV.
Die Fiinfpunktformel liefert aber O(h?)-Konvergenz, da der Fehler dort in der L?-Norm
gemessen wird.

(6.8) mit m = 0,k = 2 suggeriert ebenfalls quadratische Konvergenz in L?(Q); das Céa-
Lemma gilt aber nur in H'(Q2). Fiir die L*-Fehlerabschétzung betrachten wir das zu (6.1)
adjungierte Problem.

Definition 6.6 Sei a eine Bilinearform auf V,p € V' und a*(u,v) := a(v,u); u,v € V.
a*(u,v) =pv) YveV (6.14)

heisst das zu (6.2) adjungierte Problem.
Fiir symmetrisches a gilt a* = a.

Satz 6.2 (L*-Konvergenz)
Die Voraussetzungen von Satz 6.1 seien erfillt, und d < 3.
Ferner habe (6.14) Vo € L*(Q) eine Lisung u* € H*(Q) NV mit

u* [ 2 0) < eall@llL2()- (6.15)
= ez > 0 (unabhdngig von uw und h), so dass

||U — uh||L2(Q) S 03h2]u|H2(Q).

Beweis:

Sei e :=u — uy, € L*(2) der Fehler.

Grundidee ist ein Dualitatsargument (,Nitsche-Trick”), bei dem e als Losung der adjun-
gierten Aufgabe durch ein geeignetes w € V dargestellt wird:

a(v,w) = p(v) = (e,v) Yo € V; pe (L*(NQ)) (6.16)
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6.7 L*°-Abschitzung fiir lineare Elemente

Das Galerkin-Verfahren dazu liefert w;, € V}, mit
(6.12) (6.13)
lw —wpllm@) < chllwllme < cbllellzqy = cahllellzz@-
Mit (6.16) gelingt der Ubergang von ||e| g1 zu ||| z2:

(6.16)  fund. Orthog. a...stetige BLF

||€||%2(Q) = (e,e)=ale,w) = ale,w —wp) < CHGHHl(Q) lw — whHHl(Q)

< cllellar - hllellzze)

Dabei haben wir die fundamentale Orthogonalitit fiir den Fehler e benutzt:

e L, Vi 3wy, dh. a(e,wy,)=0.

Damit gilt:

(6.12
lellz@) = llu = unll2@) < chllellm@)y < ch?luluzq).

6.7 L°°-Abschatzung fiir lineare Elemente

Definition 6.7 FEine Familie von Triangulierungen {1 }n~0 mit
h: = maxi<j<n.(r)h; — O erfillt die inverse Bedingung, wenn ein v > 0 emistiert, so
dass

h, ,
™ <v Vj=1,...N(m), Vm

J

mit h; = diam(77}).

Bemerkung 6.4 In reguldren Triangulierungen kénnen die Elemente nicht zu ,schmal”
werden (d.h. Innenwinkel glm. nach unten beschrinkt). Die inverse Bedingung verhindert,
dass die Griofie der Elemente zu unterschiedlich ist.
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6 Finite Elemente

Diese Triangulierungen sind zulédssig, regular, erfiillen aber nicht die inverse Bedingung
(wenn man sich die Verfeinerungsfolge unendlich fortgesetzt denkt).

Satz 6.3 (L*™-Konvergenz)

Die Voraussetzungen von Satz 6.2 und die inverse Bedingung seien erfiillt.

= Jc > 0 (unabhéngig von u und h), so dass

_d
lu — up L) < ch? 2 || fr2(2)-
Beweis:

Schritt 1: Herleitung der inversen Abschdatzung:
d
[onllL(@) < ch™2[lonllr2)  Von € Vi (6.17)

— Ubung fiir d = 2.

Bem: Da dim V}, < oo, sind ||  ||oo und || - || &quivalent.
Auf L*>(Q) gilt aber:

[0l 220 < (vl L= 0.
Schritt 2 (fiir d = 2):

e Vii € H*(T) gilt (T ... Einheitsdreieck):

B B Sobolev Einb. B N (6.10 ~
Hu_Iu”LOO(T) < OHU_IUHHQ(T) < Clifyyz

Sei T' € 7 ein Dreieck der Triangulierung, F' : T — T, u=wuoF:

HU—thHLoo(T) Hﬁ_[ﬁHLw(T) < CWzT

(6.5)
S c- h‘”’Z,T S C- h’u‘gﬂ VI er

Im vorletzten Schritt wurde das Transformationslemma 6.3 mit

T regular
IBIP < C-h2 |det B2 < £ = (siche Bsp. 6.9)
p
verwendet.
= ||u — IhUHLoo(Q) <(C- h|u|2,g (618)
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6.7 L*°-Abschitzung fiir lineare Elemente

[
[ — up| L) < lu = yull (@) + lun = Inu || ()
ey
(6.18),(6.17) .
< Ch|u’2’g+0h Huh—[huHLz(Q)
[ J

|un — Tnul| 2 (o) < lun — ull L2y + [Ju — Thul| 220
Satz6.2,(6.12)

Ch2|u|2’g + Ch2|U|27Q
liefert die Behauptung.

g

Bemerkung 6.5 Fir lineare Lagrange-Dreiecke ist die scharfe Abschitzung (siehe [GR]
§ 4.5):

||u — Uh“Loo(Q) S Ch2| In h‘ ||UHW2,00(Q).

Die Fehlerordnung ist also 2 — e Ve > 0.

Ref: [Bra| § 11, [Hal] § 8.2-8.4, [GR] § 4.
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7 Mehrgitterverfahren

7.1 lterationsverfahren

FEM, Finite-Differenzen- und Finite-Volumen-Methoden fithren auf ein Gleichungssystem

Ay=0b, AcR™" ybeR" A=AT >0

A... grofs, schwach besetzt, schlecht konditioniert; A sei regulér.
e cine Losungsmoglichkeit: iterativ
(7.1) Aquivalent zu By = (B — A)y + b, B € R"*"... regulér

[teration: Startvektor yg

Yi+1 = B_l(B—A) yl+B_1b:yl—B_1( Ayl—b );ZENO
—_—— ——

=:T'...Iterationsmatrix =:7;...Residuum

e (7.2) konvergiert < p(T) < 1 (Spektralradius)

Sei A= L+ D+ R (L, R ... untere/obere Dreiecksmatrizen)

Varianten:
1) B=2I ... Methode der einfachen Iteration,
7 > 0 ... [terationsparameter
2) B=D ... Jacobi-Verfahren
2a) B= %D ... gedampftes Jacobi-Verfahren, w > 0
3) B=L+D ..Gauk-Seidel-Verfahren

3a) B=L+1D .. SOR-Verfahren (successive overrelaxation), 0 < w < 2

e typische Situation bei FEM:

Nunis1 — unll < |Thll - lung —unll, €N

mit limy,_o ||7]] = 1 = Konvergenzrate gitterabhéngig!
(Rate wird fiir genauere Losungen u;, immer schlechter)

(7.1)
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7 Mehrgitterverfahren

Die Methode der einfachen lteration

fiir das Gleichungssystem
Ay=>b, AcR”™ ybeR", A= AT >0
[teration:
Y1 =L —7A)y + 7D
————
=T
Fiir den Fehler gilt:

=Y =Ay
—_ A=
e =y —y=I—-71A)(es+y)+7 b

= llealls < I = 7All2 - [leall2

-y = ([—TA)el

Die Spektralnorm einer symmetrischen Matrix I — 7A ist beschréankt durch

Il —TA|2 1%?2%|1 T)\]]_wrg/@(wﬂ TAl =: g(7),

mit 0 <y < A A) und Amax(A) < 7s.

min(

e Ziel: schnellste Konvergenz = wihle 7 = 7* als Losung des Min-Max-Problems

i 1—7A = g(r*
mip max [1=7Al=g(m)

A=:9()

J/

Losung:
* 2 * Y2 =M
= , g(T") =
Y1+ 2 Y2+

T <1

ferner:

2
g <led<r< —
Y2
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7.1 Iterationsverfahren

Bsp: Dirichlet-Problem am Rechteck (Bsp. 6.9; vgl. Unterschied zu § 3.6):

Fiir die Galerkin-Matrix A gilt:
Amin = O(h?), Amax = O(1) = g(7%) = 1 — O(h?); (7.5)

fiir andere Beispiele oft noch schlechter — Konvergenz des Verfahrens (7.3) extrem lang-
sam — unbrauchbar.

Bemerkung 7.1

1) 7 = 7" dampft hochfrequente Fehlerkomponenten (d.h. A = Y2) Zu wenig = 7 = 7%
wird nicht verwendet.

2) Fiir 7 = 3—2 erreichen wir die bestmdgliche (aber immer noch schlechte) Dampfung

von niedrigfrequenten Komponenten des Fehlers (kleine Eigenwerte A 2 Y2)-

3) Fiir 7 < % konnen wir eine , gute” Ddmpfung von hochfrequenten Komponenten des

Fehlers erreichen: d.h. fiir A € [7,7,] falls 7 = =2 = Glittung des Fehlers ... 1.

] F+v2
Grundidee.

4) Die niedrigfrequenten Komponenten konnen aber gut auf einem groben Gitter dar-
gestellt werden ... 2. Grundidee.

Bemerkung 7.2

Sei Ay = b eine Diskretisierung des Stationérproblems

-Av = f , Q
v = 0 , 09.
(7.3) ist auch die zeitlich explizite Diskretisierung (mit 7 = At und y; = u(z,t;)) von
u—Au = f , Q2 x(0,00)
u = 0 , 09 x (0,00) (7.6)

u(z,0) = wo(z) , Q
Es gilt:

t—o0

o u(-,t) —wv
e (7.6) glittet die hochfrequenten Anteile von ug sehr ,schnell”

e zeitlich explizite Finite Differenzen fiir (7.6) haben die Stabilitdtsbedingung 7 < %2;
vgl. (7.4): 0 <7 < 2 =0(R?).
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7 Mehrgitterverfahren

7.2 ldee von Mehrgitterverfahren

Modellproblem

Sei 2 C R? ein konvexes Polygon und a(-,-) : V x V — R eine Bilinearform:

a(u,v) = / la(z)Vu(z) - Vu(z) + b(z)u(x)v(x)] dx

Q

mit 0 < ag < a(x) <aj, 0<by<blx)<b Ve

Damit betrachten wir die folgende Dirichlet-Aufgabe:

{ —div(a(z)Vu(x)) + b(z)u(z) = f(x), z €Q
u(z) =0, x €' =00

Die Variationsformulierung lautet:

Finde v € V = H}(Q) mit a(u,v) = ¢(v) Vv €V wobei p(v) = (f,v) bezeichnet.
f € L*(Q) garantiert die Existenz einer Losung u € V und sogar v € H?(2) N HJ ().

Multigrid: Idee,Notationen

— Konstruktion einer Folge von Triangulierungen {7y }ren von €2

7| sei gegeben,

T, aus Tp_q (fiir k > 2) durch gleichmdfige Verfeinerung: Jedes Dreieck in 4 kongruente

Dreiecke zerteilen, d.h. alle Seitenmittelpunkte — neue Knoten:

T1

es gilt:
Tr—1 C Tk
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7.3 Gitterabhidngige Normen

e sei V... Raum der stiickweise linearen Funktionen auf 7,
— Folge von eingebetteten Unterrdumen: Vi 1 C Vi;n, = dim V
Folge diskreter Probleme: a(uy,v) = p(v) Vv €V}

e sei fi == maxger, diam(7}) die Feinheit der Triangulierung.
Es gilt: hy = %hk_l; die Triangulierungsfolge {7} ist reguldar und erfiillt die inverse Be-
dingung.

= chi < meas(Tj) <¢h{ VI, €, VkeN (7.7)

e Fehlerabschdtzung:

||6k| Hs(Q) S C . hz_S”UHHQ(Q); S = 0, 1

e Ziel: konstruiere u; € V}, als Losungsapproximationen fiir u; mit

o) < C - b |ull a2,

1) Ju —

2) nur O(ny) arithmetische Operationen (vgl. mit FFT fir Dirichlet-Problem am Recht-
eck: Aufwand O(nlogn))

= Multigrid-Methoden sind asymptotisch optimal (siehe § 7.8).

7.3 Gitterabhangige Normen

Definition 7.1 gitterabhdngiges Skalarprodukt auf Vi, durch:

ng

(v,w)i = hy Y v(p)w(p;) = hi(v, w),

Jj=1

mit pj, j = 1,...,ny ... inneren Knoten von T,

Sei v € V} fixiert. Dann definiert a(v, w), w € Vj ein lineares Funktional auf Vj, das die
Darstellung (v*,w), besitzt.
Damit definieren wir den linearen Operator (keine Matrix!)

A Vi = Vo= 0" = Ago, dh. (Apo,w), = a(v,w), Yo,w € V. (7.8)
Die Darstellung von ¢(w),w € Vi, sei (fg, w)g.
Damit sind die diskreten Probleme a(vg, w) = ¢(w) dquivalent zur folgenden (Operator-)

Gleichung fiir vy:

Aok = fio,  fr,ve € Vi
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7 Mehrgitterverfahren

Die Operatoren Ay, sind bzgl. (-, ), selbstadjungiert und positiv definit (wegen a(v, w)).

Damit ist es moglich, die Energienormen
1
[0l s = ((Ajv,0)8)2, sEZ
zu benutzen.
Es gilt offenbar:

ol gk0 = ((U,U)k)% ... die durch (-, ) induzierte Norm.

lollgr: = ||vlle = (a(v,v))% ... die energetische Norm
Lemma 7.1

Die Norm || - ||g 0 ist zur L?>-Norm in V}, dquivalent:

Cillvllz2) < Jvlleko < Callv]|z2(), mit k-unabhéngigen C, Cy > 0

Beweis:
Es gilt

ol = 3 [ ote)do

TjGTkT
3
T,
S %Zzﬂ(mi@)), (da v]y, linear),
TieTy 3 i=1

wobei m; die Seitenmittelpunkte gegeniiber p; bezeichnet.

Die Funktion v(x) ist linear und damit

v(my) 011 v(py)
vimg) | = 5 101 v(pa) |, oder v, = Buy; vy, v, € R?
v(ms) 110 v(ps)
1 1
M(B) =1 Aog(B) = =5 = Fllvpllz < lomlls < [lvpll3
Mit (7.7) folgt die Behauptung:
ng
vl|Ek0 = hi sz(pj) ist dquivalent zu ||v||%2(9).
j=1
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7.4 Der Multigrid-Algorithmus

Lemma 7.2 (verallgem. Cauchy-Schwarz Ungleichung)
Es gilt:
la(v, w)| < |vllgwass - [wlEri-s, s €Z

Beweis: klar fiir s = 0; Rest: Ubung

7.4 Der Multigrid-Algorithmus

Der Multigrid-Algorithmus (MG) ist eine iterative Methode zur Losung der Gleichung

A up = f flirein k> 1 (7.9)
~—
eV eVy,

im endlich-dim. Hilbertraum V}, (uy, fi sind keine Basisdarstellungen = kein lineares Glei-
chungssystem).

Die Methode besteht aus zwei wesentlichen Komponenten: Fehlerglittung auf Vj, (feines
Gitter) und Grobgitterkorrektur auf Vj_;.

Damit sind zwei Operatoren erforderlich:

e [ortsetzungsoperator (z.B. lineare Interpolation) von Vj_; auf Vi und

e Finschrinkungsoperator (z.B. Projektion) von Vj, auf Vi_;.

Definition 7.2 (interpolierender Operator, Projektor)
Die natiirliche Injektion
If Vi —=Vimit I} w=v Yv€ Vi, CV,

heiltt Interpolationsoperator.
Der entsprechende Projektor (gewichtete Restriktion)

]llj_l Ve — Vi
ist adjungiert zu I¥_| bzgl. der Skalarprodukte in Vi, Vi (Bew: Ubung):
(I w,v)eg = (0, I 0)e = (w,0)p Yo € Vg C Vi, Yw €V, (7.10)

Bsp (1D):

1) lin. Interpolation (funktioniert hier gut, da oszillatorischer Fehleranteil auf Vj oh-
nedies stark geglittet wird)
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7 Mehrgitterverfahren

1 . .
(f,lj_lw)j _ Z(w2j—1 + 2wy; + waj41); j=1,...,np_ (innere Knoten)

Klar: (I} 'w)o = (If'w)y = 0 (Randknoten)
(Alternative: Injektion: (IF~'w); = wy;)

2-Gitter Algorithmus (fiir Bsp. ,einfache Iteration”):
Betrachte die (Operator-) Gleichung

Az, = b, k..Gitterlevel (hier: k = 1,2)
Ziel: Losung auf feinstem Gitter.

Ein [lterationszyklus besteht aus:

1) (Vor-)Glattung: (m; Schritte)

ZEl+1 = (I — TAk)ZkJ + Tbk; l = 0, A 1 1
(Startvektor 2o, [ ... Iterationsindex)

2) Grobgitterkorrektur:

Th_1 = I,’j’l(Akzkml — bg) ... Residuum in Vj_4
—_——

Res. in v,
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7.4 Der Multigrid-Algorithmus

o  Korrektur gi_q in Vj_; als Losung” (zB exakte Losung fir £k — 1 = 1) von:
Ap_19k—1 = Th—1
e Addieren der Korrektur in Vj,:
o k
ki1 1= Zhamy — Lp_19k—1

3) (Nach-)Glattung (mqy Schritte):

Zki+1 = ([ — TAk)Zk,l + Tbk;; l=mq+ 1, sy My + Mo
T;
=Ty

insgesamt:

Zegma+t = Lo (1 — [I’cﬂ—lAI;—lIIl]:ilAw T 2o + b
—~— ~ -~ Y,
(3) 2) 1) Ve

baw. fiir Fehler: em, ymyr1 = T (I — IF (AL TFY AT e

Bem:

e typisch sind m; o =1—3

e Die Unterscheidung von Vor- und Nachglattung ist nur fiir Mehrgitteralgorith-
men relevant.

o offene Frage: Wahl eines geeigneten Startvektors zy o — z.B. mit Full-Multigrid-
Algorithmus.

Mehrgittervarianten

e obige Idee rekursiv fortsetzen, d.h. Ay_qvx_1 = r,_1 wird durch MG gelost (zB mit
Startvektor vg_1 9 = 0, da Fehlerkorrektur)

e auf grobstem Gitter A;v; = r; direkt 16sen

Bsp 1: V-Zyklus

fein

N AN/
IAVARVERV/

grob
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7 Mehrgitterverfahren

Motivation: Grobgitterkorrektur erzeugt wieder neue (geringfiigige) hochfrequente Feh-
leranteile.

Bsp 2: W-Zyklus

k=4 '\. ‘ . o fein
AN
T W WL

Meist werden V-Zyklen verwendet, da schneller als W-Zyklen.

Bsp 3: ,Full-Multigrid-Algorithmus”

./

VAN
VAVARRV/

exakte Losung auf grobstem Gitter, dann auf feinere Gitter fortsetzen.

rekursive Definition von V— und W—Zyklus

betrachte Az, = b =: r, auf Gitterlevel k:

k = 1: direkte Losung von A;z = ry, also

MG(l, 20, T1> = Al_lrl
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7.4 Der Multigrid-Algorithmus

1 Gitterlevel
zp Startvektor (geht bei k = 1 nicht ein)
1 Residuum / rechte Seite

k> 1: MG(k,z,r)) in 3 Schritten definiert:

1) Vorglattung:

zig1 =Tpzp+71rg; 1=0,...,m; — 1

2) Grobgitterkorrektur:

Te—1 = ],ffl(Akzml — T'g)
go = 0 (Startwert O fiir Iteration der Korrektur)
gi = MGk —1,g,1,m1); i=1,...,p
Zot1l = Zm — IF 19, ...Korrektur

p=1 .. V-Zyklus
p=2.. W-Zyklus

3) Nachglattung:
211 =Tz + 118 L=mq + 1, ...,mq + mo

- MG(’@ Zoﬁk) = Zmytmatl

Die nachsten Fragen sind:

1) die Konvergenztheorie von V- bzw. W-Zyklen.

2) die Abschitzung des numerischen Aufwands.
Definition 7.3 (Orthogonalprojektor)
Py, sei der Orthogonalprojektor Py, : V' — V} bzgl. a(v,w), d.h.

YVoeV: Pwe Viund a(v — Pyo,w) =0 Yw € Vg (7.11)

Der Operator P,_; gibt einen Zusammenhang zwischen dem Fehler nach der Vorgldttung
in Vi, : 2 — 2, und der exakten Losung der Korrekturgleichung mit dem Residuum in
kal . Akflg = Tk—1 Il’llt Tk—1 = []’jil(AkZml — Tk).

Lemma 7.3 (Eigenschaft des Orthogonalprojektors)
Es gilt: g = —Py_1(2 — zm,) mit Apz = 1.
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7 Mehrgitterverfahren

Beweis:
Fiir alle w € V¢ gilt

7.8
a( g JU) (I) (Akflng)kflzwkflaw)kfl
7

(710) (LY Akzmy — 1), W)kt = (Ag2my, — T, w)g . [IF71 IF | sind adjungiert]
(Ak(zﬂh - Z>7w)k = a(zml -z, w)
——
eV

und damit g = —Py_1(z — 2, )-
U

= Wenn die Grobgittergleichung exakt gelost wird, gilt fiir den Fehler nach der Grobgit-
terkorrektur:

2= Zmi+1 = Z_Zml—l_llf—lg:(z_zml)_ Pk—1<z_zm1)

]k—l
~—~

nat. Injektion
= (I —=P1)(z—2zm,).
Es ist also wichtig, die Eigenschaften des Restprojektors I — Py_1 zu studieren.
Lemma 7.4 FEs existiert eine positive Konstante ¢, so dass
(I = Pr-1)vllgro < chil|(I = Pra)vllprs Yo €V
Beweis: — Ubung.

Lemma 7.5 FEs existiert eine positive Konstante c, so dass

(I = Pe1)vl|pry < chillv]lpre Vv € Vi

Beweis:
Es gilt:

I — P, )vl|? = v— P_1v||% = alv — Py_yv,v — Pp_qv
(L = Pe1)vllpa I k10| = a(v — Py k—10)

€Vik_1

=" a(v— Py_q1v,v)
lv = Pec1v||g ko - [|V]| Ek2-- |verallg. Cauchy-Schwarz, Lemma 7.2]

<
< chgl|lv — Pecavl|Bral|v]| g g 2. [Lemma 7.4

und damit die Behauptung.
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7.5 Die Konvergenz des W-Zyklus

7.5 Die Konvergenz des W-Zyklus

Wir betrachten jetzt den W-Zyklus mit m; = m und ms = 0 Glattungsiterationen.

Wir 16sen die Gleichung Axz = ri in V;, und bezeichnen den Fehler als e = z; — z; | =
0,1,...,m+ 1, wobei ey, ..., e, durch die Glattung mit T, = [ — 7 Ax und e,, 1 durch die
Grobgitterkorrektur entstehen:

em = 17"ep.

Zuerst wird die Konvergenz der Zweigittermethode untersucht, d.h. die Gleichung auf Vj,_,
wird exakt gelost:

Grobgitterkorrektur:

lose: Ap_19g =1p_1 = I,f_l(Akzm —Tk)
und 2,11 = 2, — IF 9.

Der Fehler e, erfiillt:

eVy €EVi_1
P Y k N Lemma 7.3
Cmtl = Zmyl — 2= €m —I 1T g =em—9g = T en— Piien

= (] — Pk_l)em = (I — Pk_l)T,;n@o

Fir ||(I — Pe—1)v|| haben wir bereits eine Abschétzung gewonnen (Lemma 7.5).

Lemma 7.6
1
Fiir hinreichend kleines T (abhingig von hy) gilt | T\ g g2 < chy'm™2||v|| gri-

Bem:
1) Abschétzung ist fiir kleine Ay, schlecht.
2) Es ist ein Regularisierungsresultat und entspricht der Abschétzung
_1
()| r2@) < Ct2[Juo | (o)

fiir die Wérmeleitungsgleichung (7.6) mit f = 0.

Beweis:
Seien 0 < Ay < ... < )\, die Eigenwerte des (bezgl. (-,-)x) symmetrischen und positiv
definiten Operators Ay, und ¢; die Eigenfunktionen, die bzgl. (-, ), orthonormal sind.
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7 Mehrgitterverfahren

Fiir jede Funktion v € Vj, gilt v = Y7 a1
und damit T}"v = > 2% (1 —7X) ", T = (I — TAR)™

ngk ng

1
|2 = 1—7N\ 2’")\? 12 =— 1—7X)"(T )\ )\ia? 7.12
1T 0| k2 ;:1( ) - ;:1( )7 (T ) (7.12)
1 Z”’“
T 'erél/\aé('m(l AT — A

=[lvl1G 1 =(Arv,0)k

Wahl von 77

1) Fir 7 < % (Konvergenzbedingung der Methode der einfachen Iteration) gilt 0 <
TA < 2.
Wir erhalten fiir 7A ~ 2 : (1 — 7A)?"7A ~ 2 und damit nicht die gewiinschte
Abschétzung.

. 1 .
2) Fir 0 < 7A <1, dh 7 < - gilt

=p

om \*" 1 1
1 — 2m —(1— 2m — . < Z —1
ax (L —p)™ = (1= )™ il 1 <2m+1> T S 3™

Bem: Apin (A1) = O(1); Anaz(Ar) = O(h;?) (im Unterschied zu Galerkin-Matrix in
(7.5))

Wihlen wir 7 = O(h2), d.h. die hochfrequenten Anteile werden geglittet, so gilt
771 < ch;? und damit die Behauptung

Folgerung: (Konvergenz der Zweigittermethode in energetischer Norm)
Die Zweigittermethode konvergiert in || - || g mit einer von der Dimension n; unabhéngigen
Rate. Fiir die Fehlerreduktion in einem Zyklus gilt:

" Lemma 7.5 m
lemulle = 0= Pea)Teols < erhel| T eoll i
< Cgmié”eo”E,k,l:C2m7%”€0HE

Damit ergibt sich die Konvergenz, d.h. fiir geniigend grofte m gilt com~2 < 1 und die
Abbildung (I — P,—1)T}" ist kontrahierend.

Die Konvergenz der Multigrid-Methode wird induktiv (iiber k) bewiesen.
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Satz 7.1 Fir alle 0 <6 <1 gibt es m =m(0), so dass
|z — MG(k, zo,m1)||lg < 0|2 — 20l|lp, 1<k<s

gilt.

Beweis:

Fiir £ = 1 wird die Gleichung A,z = ry exakt gelost.

Damit ist die linke Seite gleich Null und die Behauptung gilt.
Fiir k> 0 und m > ¢3/(§ — 6%)? gilt

z2— MG(k,z0,7%) = 2— Zms1 =2 — Zm + g2 (W-Zyklus)

= 2= zZm+tg—9g+g=— ¢ (9 0)
~——
2-Gitter-Fehler
(g : exakte 2-Gitter-Korrektur: Ax_19 = 1)

und

HZ—MG(/C, ZO,’I”k)HE < HeerlHE_'_”g_QQHE

It. Ind.-Annahme (fiir £ — 1):
Ap—19 =11

g1 =MG(k—1,90,75-1)
go=MG(k—1,g1,7%1)

= llg— gollz < dllg — aulle < 2lg— g0 lle
=0

6% : wichtig fiir Abschitzung, daher
geht Bew. fiir V-Zyklus so nicht

< Cgm_%HeOHE +6°|lglle

L 7.3 _1
TE am 2 |eollg + 8| Preoi(z — zm) || B

= com 2 |eo)lm + O P T ol

_1
com”2||eg g 4+ 0% - 1+ q'leol

IN

[Pellz < 1
analog zu (7.12): ||Tk||E:q1c < 1

(czm_% + 52)H€0HE < dlleolle

IA
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7.6 Die Konvergenz des V-Zyklus

Wir betrachten den symmetrischen V-Zyklus, d.h. m; = my = m und p = 1 und werden
zunéchst den Zusammenhang zwischen z — zp und z — M G(k, 2o, ) feststellen:

Lemma 7.7 Wenn die Vektoren z,r € Vi die Gleichung Axz = r erfillen, dann gilt:
Ex(z — z0) = 2z — MG(k, z0,7),
wobeir der Fehleroperator Ej wie folgt rekursiv definiert ist:

El == O
E, = RMI—(I—-Ew1)P1)Ry, k=23, ..

Beweis:

Das Lemma wird mit Hilfe der vollstandigen Induktion bewiesen.

Fiir £ = 1 ist die Behauptung offenbar.

Angenommen es gilt fiir £ — 1 und g € V;_; die exakte Losung von A, 19 = 7.

Nach der Grobgitterkorrektur erhalten wir gy = MG(k — 1,0, 7) und wegen der Indukti-
onsvoraussetzung

g—¢g1 = FEr_1(9—0)= FE;r_1g und damit
g = (U=Epa)g=—(—Er1)Pa(z — 2m).

Mit Hilfe dieser Darstellung erhalten wir:

z—MG(k,z0,7) = z— zoms1
= Rz — 2m+1) = Bi(2 — (2 — 01))
= R'(z—zm+ (U —Ex1)Re1(z — zn))
= R — (I = Ep-1)Pea) (2 — 2m)
——
=R}"(2—20)

= Ei(z—2)

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Lemma 7.8 Der Operator Ry, ist selbstadjungiert in (-,-)g = a(-,-)

Beweis:

Fir R, = I — 7 A geniigt es zu zeigen, dass Aj, selbstadjungiert ist.
Die Definition von Ay, ist (Axv, w)r = a(v,w) Yv,w € Vi

Damit erhalten wir

a(Apv, w) = a(w, Apv) = (Agw, Agv)y = (Axv, Agw)g = a(v, Ajw)
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g

Lemma 7.9 Der Operator Ej, ist selbstadjungiert in (-,-)g = a(-,-) und positiv semidefi-
nat.

Beweis:
Fir k = 1 ist es trivial. Wenn E),_; die Bed. erfiillt

a(EByv,w) = a(RP(I — (I — Ex—1)Pe—1)R;'v,w)
= a((I = Po1+ Ex_1P.1) R, Rj'w)
= a(({ — Py1) R0, R'w) + a(Ey—1Pr—1 R}, R'w)
a(Rp'v, (I — Py—1)Rj'w) + a(Ex—1 Py R'v, R)'w)
Vit
= a(R;'v, (I — Pe—1)R'w) + a(Ex—1 Py_1 Rj'v, Py Rj'w)
= a(R'v,(I — Py_1)Rj'w) + a(Py_1Ri'v, Ex—1 Pr_1 Rj'w)

a(Rjv, (I — Pe—1 + Ex—1Pe1) R'w) = a(v, Eyw)

und
a(Eyv,v) = a((I — (I — Ex—1)Pr—1)Ry'v, Ry'v)

= a(R'v, Ryv) — a((I — Ex_1)Pe_1 R}'v, R'v)

= a(R'v, R'v) — a(({ — Ex-1)Pe-1R;'v, Pe_1 R}')

= a(R{'v, Rj'v) — a(Py_1Rj'v, P._1 R{'v) + a(Ex_1 P11 R'v, Py_1R}'v)

a((I — Py_1) R, Rj'v) + a(Ex_1(Pr_1 R{'v), Pr_1 R;'v) > 0
Il

Bemerkung:

P-Projektor = (z,x) — (Pz, Px) = (I — P*)z,z)
(1= P)e,a) = (a2) = (a4 ) = (I — Py, (1~ P)a) 0

Lemma 7.10 Die Figenwerte des Operators Ej geniigen den Ungleichungen

C

Oéaléagﬁ-.-éankSCer,

wobei ¢ eine von k unabhdngige Konstante ist.
Beweis:

Zuerst bemerken wir, dass alle EW von Ry kleiner als eins sind und damit (Rjw, w)y, >
(RLw,w)y fiir 1 > 7 > 0 gilt.
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7 Mehrgitterverfahren

1) Dann beweisen wir die erste Hilfsungleichung:
1
a((I — Ry)R{™v,v) < %a((f — RY™)v,v) (7.13)
Es gilt

a((l — Rk)RLv,v) = (AL — Rk)Rfev,v)k :'T(AkRZU,AkU)k |
= 7(RL A, Ap)y, < T(R, Arv, Agv)r = a((I — Rg)Rjv,v)

und damit

2ma((I — Ry)Ry™v,v) a((I — Rg)v,v) + a((I — Rg)Ryv,v) + ...

<
+ a((I — Ry)R{" 'v,v) (Teleskopsumme)
= a((I — RZ™v,v) = (7.13)

2) die zweite Hilfsungleichung ist

a((T=Pet) BY'0, (T= Pet) BY'0) = [[(1=Pe) R0 1 < eI RE 0] (7.14)

1
= c1hi (AR, Ry, = cihia(AR R, Rfw), Ay = ;(I — Ry)

1 (7.13)
= ehi=a((I = RO)R{'v, B'v) < caa((I = RY)RY™v,0) < %”a(([ — R2™)y, )

Fiir die Abschétzung der EW von Ej, gentigt es, eine obere Schranke von a(FExv, v)/a(v,v)
zu finden.

Mit v = —%— dh 1—-7= "= =75=(1—-7)% erhalten wir

c3+m’? c3+m

a(Exv,v) = a(Rj'v, Rj') — a(Pr_1R}'v, Py_1R.'v) + a(Ey Py R'v, Pr_1 R}'v)
Vi Vi
cEVie_1 eVi_1

LV.
<  a(({ = Pe—1)R'v, (I — Pe_1)Ry'v) + va(Pe—1 R'v, P11 R}'v)

= (L=9)a((I = Pe1) Bi'v, (I = Pey) Bi'v) +va(Ry'o, Bi'v)
(

(7.14) s om om
< (A=v)—all = B™)v,v) +ya(R"v,v) = ya(v,v)
N
=y

Damit ist das Lemma induktiv bewiesen.
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7.7 Die Konvergenz der ,Full-Multigrid™Methode

Satz 7.2 Der V-Zyklus erfillt

|z — MG(k, zo,7)||p <

z — Z
— 2= zolls,

wobet m die Anzahl der Gldittungen bezeichnet.

Beweis:
Aus Lemma 7.7 folgt, dass

z— MG(k,z0,7) = Ep(z — 2)

Weiterhin gilt fiir alle v € Vi, mit v = Y%, By, Epth; = aythy, a(ih, ;) = 045

|Ewl3y = a(Bw, Ep) = a(Efv,v)

ng
_ 2 2
= Z a; 3;
i=1

Lemma I 2 Dk 9
< .
< (0 ;ﬁz

——

—lloll2
=llvl%

und damit die Behauptung.

7.7 Die Konvergenz der ,Full-Multigrid’-Methode

Die ,Full-Multigrid”-Methode ist

1) Lose Alﬁl = f1

2) Firp=2,..k

uy = IP i, Anfangsnaherung
u,, = MG(pu),f,) 1=0,..,5—-1 s MG-Iterationen
i, = uy

Satz 7.3 Die ,Full-Multigrid™Methode ist konvergent fiir gentigend groffe s und der Feh-
ler gentigt der ,pseudo’™optimalen Abschdtzung

lur — tklle < ¢+ hyllull g2
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7 Mehrgitterverfahren

Beweis:
Eine Iteration der Multigrid-Methode ist kontrahierend, d.h.

Vllugp — uflle = ¥°|lur — 1| p
Y (Jur — uk—1|le + Jur—1 — @1 ||2) < ey (hallullm2@) + [[ur—1 — te-1]|B)

lup — txlle <
<

Wir haben benutzt:
v —uklle < erhil|ullrz@)
und
Jue = werllp < [lux — ulle + lue—1 — ulle < 3erhi||ull ).
Fiir die Norm des Fehlers é; := u — 4y, gilt damit die rekursive Ungleichung

levle < ey (hellulla2) + llér-1lle)
< (hi A+ YRy A+ YR ([ 2 )

IN

k
Pk (Z(Cvs)]?j_l) [l 720

j=1

< ey Y 26y [lullazio) = erbillull o)
=0

Dabei ist es notwendig, s so zu wahlen, dass
2cy" < 1
gilt. Fiir ¢; ergibt sich

s

Y

“a= 1 —2cys

Der Satz ist bewiesen.

7.8 Numerischer Aufwand

e Ubergang von Gitter k auf k — 1 (in 2D):
i der Variablen, halbe Bandbreite in Systemmatrix
= Aufwand der Cholesky-Zerlegung reduziert sich um Faktor 16.
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7.8 Numerischer Aufwand

Die Dimension von V}, ist n, = dim V},. s, sei die Anzahl der inneren Dreiecksseiten und
dy die Anzahl der Dreiecke in der Triangulierung.
Es gilt die Euler-Formel nj, = s — dj, + 1 (— Ubung).

{ sk = 25,1+ 3dp1 () (7.15)

dy = Ady,_; (b)

sind die Differenzengleichungen, die die Verfeinerung beschreiben.

Bsp:

dp—1 =1, 5,1 =0
dk:4, Sk =3

Es gilt d,,_1 = 4*72d,, und s;, = %dlllk ist eine spezielle Losung von (a).
Die allgemeine Lésung der Gleichung sj, = 2s;,_; lautet s, = c - 2%,
Anpassung an die Anfangsbedingung (fiir £ = 1) liefert Losung von (7.15):

Damit gilt asymptotisch fiir £ — oo:
cd 4" < ny, < ed,4F

Satz 7.4 Die Anzahl der arithmetischen Operationen fir V- bzw. W -Zyklus-Methode ist
Op(k) = O(ng)

Beweis™
oy —= T
e Aufwand von ;7' IF | wird hier vernachliissigt; konnte bis zu 15-20% ausmachen.

Es gilt
Op(k) = meng+p-Op(k —1)
< clmnk+p~c1-m~nk,1+...+pkflcl~m-n1
mit
m ... Anzahl der Glattungsschritte
cing ... Aufwand einer Iteration + Residuum
P ... 1 oder 2
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7 Mehrgitterverfahren

c1 muss so (groR) gewihlt werden, dass auch g; = A 'r; mit weniger als c;mn; Operatio-

nen berechnet werden kann.

k—1
= Op(k) < cymedi4® |1+ PL 4+ (73)

4 4 B
slj%
4k
< (&)
- _D
L—=7
. c 1

< c3ng mit c3 = —c1dy - 5 m

c - 1

Bemerkung:
Die ,Full-Multigrid”-Methode besitzt dieselbe Komplexitét

Ref: [Bra] § V, [Bri], [GR] § 5.3, 5.6, [KA] S. 241-243.
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8 Randelementmethoden (BEM)

8.1 Einleitung

Neben der Methode der Finiten Elemente (FEM) spielen zur numerischen Losung von
Problemem aus der Festkorper- und Stromungsmechanik sowie der Warmelehre die Ran-
delementmethoden (,boundary element method” = BEM) eine zunehmend grofere Rolle.

Die FEM basiert auf der Variationsformulierung und ist allgemein (d.h. fiir lineare, nicht-
lineare, zeitabhéngige usw.) Probleme anwendbar.
Trotzdem gibt es bei der Anwendung von FEM Probleme:

1) Das ganze Gebiet 2 wird diskretisiert (3D!!)
2) Das Computerprogramm ist gewohnlich lang und kompliziert.

3) Fiir unbeschrinkte Gebiete 2 werden kiinstliche RBen gebraucht und produzieren
oft einen zusétzlichen Fehler.

4) Die bequemen stiickweise linearen Elemente konnen nicht fiir DGLen héherer Ord-
nung (> 4) benutzt werden.

5) Die Genauigkeit bei der Bestimmung der Ableitungen der Losung (Kréfte, Span-
nungen, Fliisse, usw.) ist deutlich niedriger als bei der Losung selbst.

Bei der BEM wird aus der PDGI (in d Dimensionen) unter Verwendung einer Fundamen-
tallosung und RB im 1. Schritt eine Randintegralgleichung (auf einer d—1 dim. Oberfléche)
konstruiert.

2. Schritt: Diskretisieren dieser Integralgleichung, z.B. als endlichdimensionale Variations-
formulierung; Zerlegung des Randes in ,,Randelemente”.

Vorteile von BEM:

1) Das Problem wird um eine Raumdimension reduziert.
2) Die Diskretisierung ist wesentlich einfacher als bei FEM (in 3D).

3) Das Computerprogramm (einfachste Realisierung) ist relativ kurz und einfach zu
entwickeln.
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8 Randelementmethoden (BEM)

4) Die unbeschrinkten Gebiete (z.B. Aufenraumprobleme fiir elektrische Felder) be-
reiten keine Probleme; das Computerprogramm wird nur unwesentlich verandert.

5) Die Berechnung der Ableitungen der Losung erfolgt mit der gleichen Genauigkeit

6) Es besteht die Moglichkeit, die Losung in (einigen) ausgewéhlten Punkten oder
Teilbereichen zu bestimmen.

7) Natiirliche Behandlung von Randsingularitidten (Risse)

Nachteile von BEM:

Nur fiir lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten, da die explizite Form der Fun-
dameltallosung benétigt wird.

AuBenraumprobleme
Beispiel 8.1

Stationare, divergenz- und rotationsfreie Stréomung in 2D.
Umstrémung eines , Korpers” € (beschrinkt) mit Profil I' = 99, AuRenraum Q¢ = R?\

ges: Geschwindigkeitsfeld

v(x) = (vi,v2)" mit v-np =0 (8.1)

=
@)
%‘
3
=
<

Modell:
UOO )\ 1 _IQ . c
U(x)—< 0 >+§W< 2 >+VU(£E) in Q
A ... Zirkulation — oft so gewahlt, dass an y keine ,Wirbel” entstehen.
0 € Q = v(x) nicht singulér in Q°

gesuchtes Geschwindigkeitspotential U(z) erfullt duferes Neumann Problem:
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8.1 FEinleitung

AU =0, Q°

U Al

T = g(x) == —voeny(x) — %W(xmg(x) — x9nq(x)), x € I (aus (8.1))

|z

Abklingbedingung: U(z) = O (i> fir |z| — oo
Beispiel 8.2

akustisches Streuproblem einer einfallenden, zeit-harmonischen Welle % an der Ober-

flache T" = 092.

Modell: Helmholtz Gleichung

(A+K)U =0 inQ°CR?
k= |k| >0; U e C ... akustischer Druck

2 mogliche Randbedingungen:

1) ,weich” (zB Wasser-Luft-Interface): U ’F =0

2) ,hart” (zB Luft-Festkérper-Interface): 2U

on =0

;
fir |z| — oo: U(z) = et e
sichergestellt durch Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingungen:

7 1
U(x) —e** =0 (W) fir r = || — o0

o S S
<§—zk><U—e )_O(W> fir r = || — o0

1 etklz—yl

Die Green’sche Funktion von A+ k% in R?, v*(x,y) = += =t

erfiillt die Ausstrahlungs-

bedingungen (ohne e Term).
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8 Randelementmethoden (BEM)

8.2 BEM fiir 1D-Modellaufgabe

Wir betrachten die Aufgabe

—u'(@) = f(&) , O<z<1 (Q=/(0,1))
Qo + ﬁO’UQ = UMo , T = 0 (82>
auy + fv; = , r=1

wobei ug = u(0), uy = u(1), vo = /(0), v; = u/(1) bezeichnet.

Eine Fundamentallosung ist

N 1
u (x7y):_(1_|x_y‘)7 x,yE[O,l];

2
sie erfiillt (distributionell)
0%u*
— gz () = dy(x) = 0(z —y), (8.3)

wobei §(x) die Dirac-Delta-Funktion bezeichnet.

Fiir diese Funktion gilt

* *

11—y ou 1 Ou

] ; y 1
U (an>:Ta Uu (17y):§7 %(Oﬁy):éa a_m(17y>:_§

W

y 1

Bem: Wir verwenden nicht die Green’sche Funktion, da diese fiir allgemeine Gebiete in
2D, 3D nicht explizit bekannt ist.

Wir multiplizieren die Gleichung —u”(x) = f(z) mit u*(z,y) und integrieren bzgl. x €
[0, 1]:

—/lf(x)u*(x,y) de = /U”(x)U*(%y) dx

1
r=1 82/&*
+ [ ule) iy (o) da
0
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8.2 BEM fiir 1D-Modellaufgabe

Mit (8.3) erhalten wir die sog. Darstellungsformel:

1
1 1-— 1 1
u(y) = U yvo + St + U +/f($)U*($=y) dr, 0<y<l1 (8:4)

0

Damit ist es moglich, die Losung u(y), y € (0,1) zu berechnen, falls die Randwerte
o, U1, Ug, U1 (Cauchy-Daten) zur Verfiigung stehen.

Die RB geben uns zwei Gleichungen fiir diese Werte.

Fir y = 0 und y = 1 erhalten wir aus (8.4) zusétzlich:

1
1

1
u0=—§Uo+%u1+%uo+f0 ) f():/f(f)U*(LO) dx:%/f(x)(l—x) dx
0

0
1 1
111 . 1
u1:501+§u1+§u<)+f1 ;= f(x)u(:v,l)d:t=§ f(@)z dz
0 0
oder
—%u0+%u1—%vo = —Jo
%uo—%ul-f-%m = —h

Zusammen mit den RB erhalten wir

11 1

N 0 Uo —jzo

2 2 2 t = e bzw. Az = b.
(o7} 0 50 0 Vo Ho ’

0 m 0 & U1 H1

Das ist eine Rand,integral’formulierung von (8.2). Der Rand des Gebietes (0,1) besteht
nur aus zwei Punkten (z = 0,2 = 1) und ist damit schon ,diskret”.
Damit ist die Aufgabe gelost:

1) Berechne fy, f1
2) Lose Az =b — wuyg, uy, v, v

3) Berechne u(y) aus (8.4) und u’ aus:

1
1

)
, 1 1 1
U(y):§v1+§v0—§/f(w)dx+§/f(:c)d:c, 0<y<Ll
0

Yy
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8 Randelementmethoden (BEM)

8.3 Formulierung von Randintegralgleichungen

Sei Q C R?, d > 2 ein beschriinktes Gebiet und I' = 99 glatt. Die klassischen RWPe fiir
die Poisson-Gleichung sind

{ _Aﬁﬁiiiﬁﬁiﬁ TEY (DirichietProblem)

(Neumann-Problem)

{—Au(az):f(x) , €
o () = pla) | weT

oder ein gemischtes Problem:

ou

6T(x) =ps(z), e’y I'pUly=T.

u(z) = pi(x), © € Tp,

Die zweite Green’sche Formel lautet:

w(@)Av() — v Au() de = | (@) 22 = o@) 2L as,
Q/ / ( ony ong

r

Sei v(x) = u*(x,y) Fundamentallosung von —A, d.h. —A,u*(u,y) = §(x — y):

. —>Injz —y| im R?
u (:L',y) = 11 im R3
4 |z—y|
= dritte Green’sche Formel:
. ou ou* .
o) = [ () goete) = 2 gpute) ) ds. — [ (opduta) de
T ’ ’ Q
wobei
1, yel
oy)=q 3 . y€T
0 , sonst (da Ayu*(z,y) =0 fiir x € Q, y € Q°).

Bem: Fiir y € I'ist [ g%udsz hier und in (8.6) als Cauchy’scher Hauptwert zu verstehen.

Die (Green’sche) Darstellungsformel lautet damit (vgl. (8.4) fiir 1D-Fall):

u) = [ (g - Go o)) dS.+ [w@ni@ds yen 59)
I Q
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8.4 Die hypersingulire Gleichung im R?

Die beiden Randfunktionen u(z), (;)7—3‘(1,), x € I werden dabei benétigt. Die RB ist eine
der Randfunktionen. *
Fir y € I' erhalten wir die andere aus:

Juts) = [ i ()2 (@) dSe — [ L (g )ule) dS. + [ sy er s

2 ong, B on,
— (A1 25 ) ) —(Bu)(y)

Das ist eine Randintegralgleichung fiir u|r bzw %]p.

Fiir die Dirichlet-Aufgabe (d.h. u|r gegeben) ergibt sich eine Integralgleichung erster Art:

(41 () ) 0= gutn) + [ S @mutaras, — [wepstoyan, yer

Q

mit dem Integraloperator A;.
Analog gilt fiir die Neumann-Aufgabe eine Integralgleichung zweiter Art:

(Gz ; B) u) (v) = (Al jn) )+ [ i@ s, yer

Damit entsteht die Notwendigkeit, zuerst eine Randintegralgleichung zu lésen. Danach
kann die Darstellungsformel fiir u© benutzt werden.

8.4 Die hypersingulire Gleichung im R?

Ziel: alternative Randintegralgleichung zu (8.6)

Lemma 8.1 Seiu harmonisch auf Q (d.h. Au(x) =0) und ' glatt. Dann gilt die hyper-
singuldre Gleichung:

39m, ¥ = / @) (@) dS - / (u(z) = u(y)) 5,5 (@ v) dS, (8.7)
r
Beweis:

Sei y € I ein fixierter Punkt und n, die entsprechende Aufennormale, |n,| = 1.
Wir betrachten die folgenden zwei Funktionen fiir die zweite Green’sche Formel

i(x) = u() — uly)
und

O(z) = (Vyu'(z,y),n,) = g% (singuldr an x = y)
y

139



8 Randelementmethoden (BEM)

Offenbar gilt: Av =0, = # y.

Die zweite Green’sche Formel kann nicht in 2 angewendet werden, aber in

Q. =Q\ B.(y), 0. =TH ur® =T,

Es gilt in Q.:

A _0v _0u
/(uAv—vAu) dx—/(uanm _Uanx) dS,

Qe Ie

und mit Av(x) =0, z € €. erhalten wir

. 00 _0u 00 _0u
_/UAde_/(uﬁnm_vé)nz> dSI—l—/(uanz—vanx) ds,

Qe r(» )

0
FS

l—*(2)

Wichtig ist die Berechnung des Integrals iiber .
In Polarkoordinaten ergibt sich:

COS
vel?: x=y+6< e ) =y +ee(p), pi(e) <9 < pa(e)

mit

lim ¢1(e) =0, lim po(e) =7

e—0 e—0

Fiir dic Normale n,, z € I gilt: n, = —e(p).

Die Taylor-Formel fiir @(x), o(z) ergibt:

a(x) = u(@) —uly) =(Vou(y),e(p)) + O(e?)

o) = (Vo)) = —5- T = (el m)
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8.4 Die hypersingulire Gleichung im R?

und
o= S —(Vauly) (o)) + O()
ov ov 1
anz = _% = _27'('82 (6(90),7@)
Damit gilt:
. »1(e) 1
ﬂa:x de = / <5(vzu(y)7 6(@)) + O(€2>> <_ Ire2 (e(gp% ny)> E\sz
A #2(6) o
. w2(e)
= oo | (Vauly) e(@))(e(p), ny) dp + O(e)
»1(e)
und
B w1(e)
- [optas, = — [ (5@ (- (Tt o) +0))= ds
r® p2(e)
. w2(e)
= o 2u(y), e(p)) dp + O(e)

v1(e)

Fiir ¢ — 0, d.h. x — y erhalten wir

tiny [ (o~ o) ds, = % [(Tauty)ele)elio).m) ds
ng) 0
~ L ut)n) = L2 w) (89)

wobei die Eigenschaft (= Ubung)

™

/(a e(0))(b, e(p)) dip = g(a,b), Va,b € R

benutzt wurde.

Aus (8.8), (8.9) und Au(z) = 0 folgt dann (8.7).
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8 Randelementmethoden (BEM)

8.5 Calderén-Projektor und
Poincaré-Steklov-Operator

Wir benutzen jetzt die folgenden Operatorbezeichnungen:

ou

= N )
v(x) an%(:c) (Normalableitung)

(A)(y) = /u*(x,y)v(m) ds, (Einfachschichtpotential )

T
(Bu)(y) = /gz (z,y)u(x) dS, (Doppelschichtpotential )

T €T
(B*v)(y) = /al(:v,y)v(x) ds, (adjungierter Operator von B)

T oy

Pu’ N,
(Aqu)(y) = —/ (z,y)(u(z) — u(y)) dS, (hypersinguldrer Operator)
on;0n,
T

Die Randintegralgleichungen (8.6), (8.7) kénnen damit fiir Au = 0 in Operatorform ge-
schrieben werden:

suly) = —(Bu)(y) + (A1v)(y)

su(y) = (B™)(y) + (A2u)(y)

( L s > ( v > ) ( ! ) o
3 ) ()0

Der Vektor (u(z), 2% ()" heikt ,, Cauchy-Daten” des Randwertproblems.

? Ong

Definition 8.1 (Calderén-Projektor)
Der Operator

I-B A
Ay 31+ B
heifst Calderon-Projektor.
Wenn Ay invertierbar ist, ergibt sich aus (8.10) fiir v(z):

1
v = Afl(if + B)u := Su (8.12)
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8.6 Die Methode der (naiven) Kollokation in 2D

Definition 8.2 (Poincaré-Steklov-Operator)
Der Operator S, der die Dirichlet-RB auf die Neumann-RB abbildet, heiffit Poincaré-
Steklov-Operator.

Fiir S gibt es eine bzgl. L*(T') symmetrische Darstellung:

. 1 | 1 1
v=5u 2 A+ (31+ B (6.12) {Az +(GI+B)A (G +B) | u

Die Eigenschaften der Operatoren Ay, B, B* und A, bestimmen spéater die Wahl der nu-
merischen Verfahren sowie die Konvergenzeigenschaften.

8.6 Die Methode der (naiven) Kollokation in 2D

Die Aufgabe

Au(z) = 0 , reQCR?
gl({[') , T € FD
a‘z:;(x) = gx) , zely T=00=TpUTly

=
&
I

Bem: hier nur homogene Gleichung, da in (8.6) sonst noch ein (numerisch aufwendigeres)
Volumenintegral auftritt.

Die Diskretisierung des Randes ist

xl,...,xnél": T1y.eey T GFD, $k+1,...,$n€FN

Wir bezeichnen: z,, 1 = 24
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8 Randelementmethoden (BEM)

Der Rand I" wird durch den Polygonzug I'y, = {x1, ..., xp41} ersetzt:

Iy =Ty,
j=1

Fj = {x: x:$j+t(l’j+1—xj),0§t<1}

hy = lwjm — .

Wir benutzen die stickweise konstanten Ansatzfunktionen fir u(x) und v(x) (Alternativen
wiren: stiickweise linear, quadratisch, ...):

up(z) =uj, zely, wx)=v, xzelj
Die Zahlen uyq, ..., ux und vgyq, ..., v, sind aus der RB bekannt:

uj = <91(37j+1) +91<5Uj)>7 J=1 k=1 up = gi ()

NSRS NN

v, = (gg(xj+1) —I—gg(mj)>, j=k+1,...n—1; v, = go(xy,).

J

Die Randintegralgleichung (8.6)

3u0) == [ Sty s+ [ule i) ds,

kann nicht mit uy(x), v, (x) erfillt werden (Vy € T).

Die Idee der Kollokation besteht darin, diese Gleichung in Kollokationspunkten exakt zu
erfiillen:

1 - ou* = . .
QUi = —;uj / a—nx(x,yi) ds, + ;vj /u (x,y;)dS,, i=1,...,n (8.13)
L R ¥
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8.6 Die Methode der (naiven) Kollokation in 2D

oder in der Matrixform
1 nxn n
éuz—BU—l—Av, A BeR", wuveR

mit

ou* .
bij :/an (z,y;) dSe,  ay =/u (z,y;) dS,

r; Lj

Die letzte Gleichung lautet Bu = Av fiir B := 11 + B.

Es gilt: u = (u5, u%)T mit up € R* bekannt und uy € R"* unbekannt;
und v = (v5, v1)T mit vp € R¥ unbekannt und vy € R"* bekannt.

() (30) = (o) () Qo) () = (im0 (32

C = (Ap: — By): i.A. keine spezielle Struktur, vollbesetzt (im Gegensatz zu FEM!) =
Gleichungssystem meist mit dem Gauft’schen Eliminationsverfahren losen.

Die Elemente a;; und b;; kénnen analytisch (exakt) wie folgt berechnet werden:
Sei y € R? der Koordinatenursprung fiir 7; X 7, wobei die ny-Achse wie x;z,,; gerichtet
ist.

N,

y (a,0) i

Es gilt: |z — y| = -2 6, < 6 < 05 (siche Skizze)

cos 0’

a

_ 2
ey, df (= a(l+tan®0) db)

dS, = dny = d(atanf) = .
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8 Randelementmethoden (BEM)

1) Damit erhalten wir fiir a;;:

02
1 1 a a
~ [t (a,y)dS, = —— [In|z—y|dS, = —— (1 )-—de
/u (z.9) 27T/ nle =yl 27T/ N os)  cos20
T T 01
=0 g 0
a =02 a [ cos —a
=~ (tan01 )‘ @ % (sin) - tan@ d6
2 < MY s 0 6=6, 2w a cos?f (=sind) - tan
01
=0 g
a a =62 ¢
= o (tano )| 2L [ tan?0 do
2m ( MY s 0 0=0, * 2m an
01
=0
- -2 <tan«9-lni—tan9—l—9> ’
2m cosf 0=0,
ubs . p(ywj41),0
s —ﬁ(SIIl@-(lIlp—l)-i—@COSQ) S
s p(y:x;),01
wobei p := > = |z — y| bezeichnet.

a) Damit gilt fiir a;;, 7 # j:

P(yiT541),0
aij = —% [sinf - (Inp — 1) + 6 cosb] o ;;1 i
19ytg )

b) und wenn y — y;:
7T
= P=7 h=——= 92:§
hi h; .
a;=——|In——-1), +=1,...,n.
2 2
2) Fiir Bij = %5,5 + b;; erhalten wir:

a)

bij:l;ij = /au (Iayi) de:—i/(x_—y“T;)dSm

on 2 |z — y;
L Ly
+((n) (o)
- 1 e J7\ 0 9 a
= —%/ = - COS 0COS20d6
01 =dS,
— —Ll-0), if
= o 2 1)s J
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8.7 Die Kollokationsmethode in 3D

b) Fiir ¢ = j gilt:

~ 1
yiceli=o—y Ln, =b;=0b; =

2
Bem:
d biy=0, i=1,..n, (8.14)
j=1
weil die folgende Hilfsaufgabe
Au(z) =0 , T €y
uz)=1 , ze€l}
die eindeutige Losung u(z) = 1 besitzt.
Damit gilt v(z) = 0 und
1
Av=Bu = B| : | =A-0=0, also (8.14).
1

Bem: Fiir das (reine) Neumannproblem (d.h. I' = T'y) ist C' = — B singuléir; Losung ist
nicht eindeutig.

8.7 Die Kollokationsmethode in 3D

Die Aufgabe:

Au(z) = 0 . 1EQCRS
u(r) = gi(z) , z€lp
2i(z) = gz) , zely, TpUly=T=00

Die Integralgleichung lautet:

lu(y) = Ou” (x,y)u(z) dF, + /u*(x,y)v(x) dF,.

2 B on,,
r

Die Fundamentallésung in 3D ist:

1 1

U(%y)zﬂ'm

Die Diskretisierung des Randes ist

F%Fh:OFJ‘,

Jj=1

wobei I'; ebene Dreiecke sind.
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8 Randelementmethoden (BEM)

Wir benutzen wieder die stiickweise konstanten Ansatzfunktionen

8uh
on.,

up(z) =uj, z el () =v;, xely

Die Kollokationspunkte konnen z.B. als Massenschwerpunkte von I'; gewéahlt werden:
Lro @, e
Y = 3 <Iz +z,” +u ) , 1=1..,n
Analog zu 2D erhalten wir das folgende System:

(ADz—BN)(x): (BDs—AN) (gi)

Es sind damit nur noch die Elemente der Matrizen A und B auszurechnen.

Zur Erinnerung:

a; = /u*(m,yi) dF,

Ly
ou* -1
b = | 2z y)dF,, B=-I+B
= [ o
L

Sei y € R3 ein fixierter Punkt und I'; ein Dreieck im R? mit den Eckpunkten z1, 29, 3.

1) Der Spezialfall, dass yz; L Ebene (T;):
a) Unter Benutzung von Polarkoordinaten erhalten wir fiir a,;:

h
2 cosp

1 1 1 1

— dF, = ———=pdpdyp
4 /:L‘— 4 // 2 2

er | Y| m / VPP td

%1

___h
T cosep

2]
1 4
- [ v e
4 p=0
1
h . /1= x?sin’ L— s d
—ln\/ X? sin 904—\/ X SIHSD+u(arcsin(X'Sin90>_90)’
8m /14 x2sin’p— /1 — x2sing 47
d2

wobei x* = 2%z und h die Dreieckshohe durch z; ist.
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8.7 Die Kollokationsmethode in 3D

¥ p=x—x| X,
d
Fj
A @, X
n’(
) ¢ h
xl (pl K
Xy

b) Analog erhalten wir fiir b;;:

/ O (wy)dFy = / v g,

Ong CAr |z —y|3
Ly

Ly
d 1
Y
A ) o —yl3
Ly
h

P2 cosg

d 1
S — = _pdpd
= i
p1 O

©2 .
d 1 P=cosw

An ) (2t )E
$1

dp

p=0

d
- X arcsin(y sin ¢) + %gp
4 47

=2

Pp=p1

2) Es ist jetzt moglich, alle Elemente der Matrizen A und B wie folgt zu berechnen:

y

[~ ]

Azizoxs Ay'x1T2 Ay'xoxs Ay'xix3

wobei die Vorzeichen von der Orientierung der Dreiecke abhéngen. Fiir ¢ = j gilt
y =y € Azrjxoxs und man hat 3 positive Vorzeichen in (8.15).
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8 Randelementmethoden (BEM)

Damit erhalten wir eine relativ einfache Realisierung der Randelementmethoden
auch in 3D.

Die Kollokationsgleichungen (8.13) liefern uy, vy, auf I';. Die numerische Auswertung der
Darstellungsformel (8.5) ist analog zu (8.13):

a ou* u .
up(y) = — Zuj / 8—M(x,y) ds, + Zvj /u (x,y)dS, Yye€Q (8.16)
Jj=1 T, Jj=1 Ty
Alle Integrale exakt berechenbar.

Berechnung des Gradienten Vuy(y) direkt aus (8.16) und exakte Berechnung aller Inte-
grale.

Aufwandsvergleich BEM - FEM:

3D-Problem, Gitterweite h

FEM: Rechnung (mit Multigrid): O(h™3)
Speicher: O(h™?) fiir Variable und (diinnbesetzte) Matrix

BEM: Rechnung: O(h=%) (bzw. O(h™*) bei Blockbandstruktur)

Speicher: O(h™2) fiir Variable, O(h™*) fiir (volle) Matrix
=N

— zunachst viel schlechter als FEM.

Durch Clusterung der Oberflichenzerlegung [Ha2| und Approximation durch ,Niedri-
grangmatrizen” ist Reduktion auf O(N log® N') Rechnungen und O(N log* N') Speicherbe-
darf moglich — besser als FEM.

Vorteile der Kollokationsmethode (gegeniiber Galerkin-Methode):

e simple mathematische Struktur

e cinfache Codes; daher sehr beliebt fiir Anwendungen
Nachteil:

e schwierige Konvergenzanalyse
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8.8 Sobolev-Rédume im R4

8.8 Sobolev-Riume im R¢

Sei R? der d-dimensionale euklidische Vektorraum und
a=(o,...,0q), o] =01 +... +aq, a; >0, a €Ng

ein Multiindex.

dlely,

aaU(fL’) bezeichnet m x

Definition 8.3 Der Raum

S(RY) = {u € C*(R?Y) : sup ‘xaﬁﬁu(azﬂ < oo, Va,B €Nt}

xER4

mit dem Konvergenzbegriff

lim u(x) = u(z) & ‘xo‘aﬁ(uk(x) —u(z))| < C(K) Vzek,

k—o00

wobei K C R kompakt, heifit Schwarz-Raum der glatten, im Unendlichen schnell fallen-
den Funktionen.

Definition 8.4 Der Raum S'(R?) der linearen stetigen Funktionale iber S(R?) heifit
Raum der temperierten Distributionen.
Die Folge {¢1}, or € S'(RY) heifit konvergent zum Funktional ¢ wenn

lim op(u) = @(u), Yu € S(RY)

k—o0

Bemerkung:
Wenn ¢ € C(R?) stetig ist und langsam wachsend, d.h.

()] = O(l2]*), a € Ny, |z| — oo,

dann heift die Funktion ¢ temperiert und kann mit einer Distribution aus S’(R%) identi-
fiziert werden:

() = / p(@)ulz) d

Definition 8.5
Der Operator

N

[(Fu)(&) = /u(az)ei(”&’g) dr, € €RY, ue S(RY)

=i

i

) Rd

heifst Fouriertransformation von w.
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8 Randelementmethoden (BEM)

Lemma 8.2 Die Fouriertransformation ist eine bijektive Abbildung, F : S(R?) — S(R?)

Beweis:
Die Fouriertransformation erfiillt offenbar, dass sie und alle ihre Ableitungen

0°[Fu (&) = il /u(x)xo‘ei(x’g) dx
Rd

absolut konvergente Integrale und damit stetige Funktionen sind.
Weiterhin gilt:

€90 [Fu)(&)| = /8/3(:Eau(x))ei(x’5) dr| (mit |5] part. Integrationen)

IN

/\8ﬁ(:ﬂau($))] dr < C,

weil sich 9°(z*u(z)) durch die Produkte von Polynomen und Ableitungen von u(x) dar-
stellen lafst.

Damit gilt F(S) C S.

Die inverse Fouriertransformation ist

181 (x b (&) ®8)
i) = g [ O e

Rd

und hat offenbar die gleichen Eigenschaften.

Damit ist alles bewiesen:

[FHFu])(x) = u(z) Vue S(RY).

Definition 8.6 (Fouriertransformation einer Distribution)
Die Fouriertransformation einer Distribution ¢ € S’(RY) ist durch die Dualitit

[Fol(u) := o(Fu), Yu € S(R?)

definiert.
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8.9 Sobolev-Raume mit nichtganzzahliger und negativer Ordnung

Beispiel 1:
Die §-Distribution: §(u) = u(0)

= [Fo)(u) := §[Fu] = [Fu](0) = /u(x) dr = /1 cu(x) dx

Damit gilt F6 = 1 oder: 6(¢) = 1.

Die Fouriertransformation der Konstanten ist damit
i(u) = / 1 [Ful(z) de = d(u) = (27)%5(w)
]Rd

Es gilt auch:

[Foru(a)](€) = (=)"e[Ful(€)
O°[Ful(€) = il[Fau()](€).

Definition 8.7 Der Sobolev-Raum H*(RY) C S’, s € R ist
H*(RY) = {ue S'(RY) | |a(&)l(1+[6]*)% € L*(RT)}

d. h.
1P+ 6Py de < o0
R4

Lemma 8.3 Fiir s € N ist die Norm in H® zu der iblichen Norm in H*(R?) dquivalent:

2

ullreay = | D [ 10%u(@)® de

|a‘§5Rd

8.9 Sobolev-Raume mit nichtganzzahliger und
negativer Ordnung

Sei Q C R? ein Gebiet, 1 < p < 0o und %—i—%: 1,k=0,1,2,..
Definition 8.8 Der Raum W=%4(Q) ist wie folgt definiert
Wh(Q) = {u € (C(Q))": |lull-rg0 < oo},

[(u, o) |

vl kg0 = sup ; also Distribution

PECE® (Q); 0 HSOHk,pﬂ
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8 Randelementmethoden (BEM)

Lemma 8.4 W%4(Q) kann mit (WJP(Q)) identifiziert werden.
Bem: Klassische Hélder-Riume C%7(€):

[ull ek @) = lluller@) + Z |0%u|co @)
laf=k

Holder-Seminormen:

u(z) — u(y)|
|U‘C“(Q) = sup ——————
z#yeQ |z — y|

Bsp: u(z) = |z|* (A > 0) € C%(=1,1) fiir 0 < A

Definition 8.9 (Sobolev-Slobodeckij-Raum H?*(€2))
Sei s € R. Der Sobolev-Slobodeckij-Raum H?*(2) ist wie folgt definiert:

1) H(Q) =W*2(Q), s€e€Z
2)s>0=>s=k+o, o0€(0,1); keNg

[ullfey = ||U|!im + |l o0
(w,V)ps) = (W, V)p0+ (u v)k+aﬂ, ulf g0 = (U Wk io0
aa v e
(0o = 3 // (y))(“ga(fc) v) 4. dy
=l [z =y

3) s <0: H(Q) = (H, *(R2)), wobei
Hy' (@) = Cr@)

Bem: fiir Q = R% Def. von H*(R?) via Fouriertransformation méglich: siehe [Hal] § 6.2.3-4
— Ubung. (siehe § 8.8)

8.10 Sobolev-Raume auf Mannigfaltigkeiten

Definition 8.10 Der topologische Raum I' C R? ist eine m-dimensionale Mannigfaltig-
keit ohne Rand, wenn jeder Punkt p € I' eine Koordinatenumgebung U C T besitzt, so
dass auf U m Funktionen

w(p) = (11(p), - im(p)), p €U

definiert sind, die eine homdomorphe Abbildung der Umgebung U auf die offene Kugel S
mm R™

S={reR™ |z| <1}
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8.10 Sobolev-Raume auf Mannigfaltigkeiten

realisieren.
Die Zahlen p;(p) heiffen die lokalen Koordinaten.

Wenn zwei Koordinatenumgebungen Uy und U, einen nichtleeren Durchschnitt besitzen,
dann hat jeder Punkt p € Uy N Uy die lokalen Koordinaten p™(p) und p®(p), d.h. es
existieren Funktionen g;(z) : R™ — R, so dass

1 2 . .
VD) = g1 (), s i P(p)) i =1,....m gilt.

Definition 8.11 Eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit T ist von der Klasse C*(bzw
C*>), wenn alle Funktionen g; aus C*(R™) (bzw. C*(R™)) sind.

Fiir eine kompakte Mannigfaltigkeit I existiert ein endliches System U = {Uy, ..., Uy} von
Koordinatenumgebungen, die die Mannigfaltigkeit I' diberdecken.

CK(T") ist der Raum aller Funktionen f(p) : I' — R, die in jeder Koordinatenumgebung
U, v=1,...,N die folgende Form haben

o) = F @), ...l ®), filx) € CHR™) (8.17)

Ce(I) = [CHD).

Definition 8.12 Ein Funktionensystem ® = (¢1(p), ..., on(p)) heifst endliche Zerlegung
der Einheit die der Uberdeckung U untergeordnet ist, falls

2) 0<@p) <1, Vpel

N
3) > wlp)=1, WpeTl
=1

4) Suppgpl(p) - Ul7 [ = 17 >N

Jede Funktion f(p) ldsst sich damit wie folgt zerlegen:

N

o) =>_filp), fip) = f®)ei(p), supp f; C Ui

=1

Definition 8.13 Die Uberdeckung U mit der ihr untergeordneten Zerlequng der Einheit
auf I' heifit Atlas von I' : A = {U, ®}.
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8 Randelementmethoden (BEM)

Definition 8.14 (Sobolev-Raum H*(I"))
Sei T' eine C°°-Mannigfaltigkeit mit dem Atlas A. Der Sobolev-Raum H*(T") ist der Ab-
schluss des Raumes C*°(I) beziiglich der Norm

2

/]

N
H*() = (Z HleI%IS(]Rm)>
=1

Die Funktionen f sind auf S durch (8.17) definiert und mit Null auf R™ fortgesetzt.
Damit gilt offenbar f; € S(R™)!

Lemma 8.5 (endliche Atlanten fihren zu dquivalenten Normen)

Unterschiedliche endliche Atlanten einer Mannigfaltigkeit fiihren zu dquivalenten Normen
in H*(T).

Im zweidimensionalen Fall besteht die Maoglichkeit, die Fourierreihen zu benutzen:
I' ser eine einfache, geschlossene Kurve

F={z(t)eR*: 0<t<1, |@(t)]> x>0}

H*(T'),s € R ist der Abschluss von 1-periodischen Funktionen aus C'*°(R) bzgl.

/1

%
) = <|f0|2+2|fk|2|k|28> :

k40

wobei f, = fol f(t)e=® ™ qt die Fourierkoeffizienten von f(t) bezeichnen:

f(t) — Z fkei27rkt, 7:2 - _1

keZ

8.11 Eigenschaften von Randintegraloperatoren

Wir betrachten fiir y € I':

(Av)(y) = /u*(x,y)v(a:) dS, (Einfachschichtpotential)

T
(Bu)(y) = ][g%(a:,y)u(x) dS, (Doppelschichtpotential)
T x

2, %
(Agu)(y) = — 87? gn (u(z) — u(y)) dS, (hypersinguldrer Operator)
T x €T
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8.11 FEigenschaften von Randintegraloperatoren

' (x,) ou’

xell — | xel

Die Operatoren Ay, B und A, definieren auf einer C*°-Mannigfaltigkeit I' Pseudo- Differentialoperatoren
ganzzahliger Ordnung:

A, HS — H"' A, H® - H' B:H®*— H% seR
Ay, B, A sind also von der Ordnung -1,0,1.

Es gilt:

(Agu,v) 2 = (u, Agv)r2, a=1,2
und

(Bu,v) 2 = (u, B*v) 2.
Beispiel 8.3

Sei

F:{zeRz:x:r<C982ﬂ>, 0§t<1}
sin 27t
ein Kreis mit Radius r > 0.

1) Operator Aj:

Sei y = r(cos 27, sin277)T € I

A) = [yl ds. = —5- [nfe =yl as,

_ —r/ln]2rsin7r(t—7')\'u(t) dt

0
1 1

= —rln(2r) /v(t) dt —r / In|sinm(t —7)|v(t) dt

0 0
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8 Randelementmethoden (BEM)

Die Funktionen vy (t) = €™k € Z sind die Eigenfunktionen von A;:

—rinr k=20
Aop) (1) = Ao (), A = , ’
() = dande), o= { T

Fiir r < 1 ist Ay positiv definit. A, = O(|k|™!) spiegelt den Gewinn einer Differen-
tiationsstufe wieder.

2) Operator B:

mit
0 k= -
)\k — { ) 7vk(7-) — 6127rk7'
L k#£0
3) Operator As:

L [ul) —ulr)

Car [ sin?a(t— 1)
0

(Agu)(7) =

0 , k=0
(Avg) () = Agur(7), Ak:{ =kl . k#0.

8.12 Das Galerkin-Verfahren fiir das Dirichlet-Problem

Die Aufgabe:
—Au(z) = 0 , T€QCR?
uw(z) = g(x) , xel =00

du
8nF

T

Die Randintegralformulierung (aus (8.6)): Finde v , so dass

1 o L 1 i 1 (1’ _yanx)
g/lnlx ylo(@) dS; = f(y) = 59(y) 27r][ P—F g(x)dS,, y €l
r r
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8.12 Das Galerkin-Verfahren fiir das Dirichlet-Problem

oder in der Operatorform:

(Aw)(y) = fy), yeT (8.18)

Eigenschaften von A; fiir diam(Q2) < 1:

A :H2(I) — H2(D), bijektiv
<'LL, A1v>L2(F) Vu,v € H7%<F)

(Aru,v) 2y
<A1U, U>L2(r)

Crfull

v

Vu € H*%(F). (Stetigkeit von Ay, A7)

IN

H™3(T) HAluHH%(r) = CQHUHH*%(F)

Mit einer Parametrisierung z(¢) von I' ergibt sich
1
1
—2—/1n|:r(t) —y(r)|v(t)dt = f(r), 0<7T<1
m
0

Variationsformulierung von (8.18):
geg.: f € H2(T) (folgt zB aus g € H>(T') = Bg € H3(T))

ges.: v € H™2(T") mit

(Ayo, w) oy = (f,w) 2y Yw € H3(D).

Sei H,, C H~3 der Raum der Ansatzfunktionen (1-periodische Splines der Ordnung .J

= H, C H* fira < J + %; z.B. stiickweise konstant, d.h. J = 0), die die folgenden

Approximationseigenschaften besitzen:
1 S
s, —oo<a§s§J+1,a<J+§ Yu € H?,

(8.20)
csh™ Nupllzrs < unllge < \unllgs Vun, € Hy, (8.21)

: _ < s—a
dnf lu = ullge < byl

wobei die letzte Ungleichung ,,inverse Voraussetzung” genannt wird (vgl. (6.17)).

Beispiel 8.4

1) Sei f stiickweise konstant auf I (mit endlich vielen Spriingen)
= feL*I)=H'C H 2, aberi.A. f ¢ Hz
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VHUHZ*%(F) Yu € H_%(F), v >0 (Garding-Ungleichung, vgl. Koerzivitit)
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8 Randelementmethoden (BEM)

2) Sei f stiickweise linear = f € H' C Hz

Das Galerkin-Verfahren fiir (8.18) lautet:
Finde v,, € H,,, so dass

(Ao, w)r2 = (f,w), Yw e H, (8.22)
Diese Aufgabe ist zum folgenden linearen Gleichungssystem dquivalent:

Ay—b, AR y hecR" (8.23)
ap = (A1, ox) 12, b = (f, ox) L2,

wobei ® = (1, ..., ¢,) eine Basis im H,, bezeichnet.

Satz 8.1 Das Gleichungssystem (8.23) ist fir alle n > J + 1 eindeutig 16sbar.
Die Galerkin-Naherung erfillt:

P I

wobei—Z—J§a§3§J+1,a<J—i—% gelten muss.
Die Galerkin-Ndherung ist stabil in H3:

lvnll -1 < cllfll 3

Beweis:

Die Matrix A des GLS (8.23) ist symmetrisch:

ay = (Arpr, i)z = (o1, Avpr) = (Aipr, i) 12 = aw
und positiv definit:

Garding

VzeR": (Az,2) = (A1Dz,P2)12 = (Aju,u)r2 > 'yHuHiF%, u=>0zc H =,

Damit ist (8.23) eindeutig losbar.

Aus der Garding-Ungleichung fir v, € H -3 ergibt sich die Stabilitat:

1

1 1
2 _
loallyy = S vz = Z(fronhiz < Sy llonl -y

T

2|
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8.12 Das Galerkin-Verfahren fiir das Dirichlet-Problem

e Der Beweis der Konvergenz wird zunéchst fiir a = —% durchgefiihrt:

[onll ;-3 S eallfll 3 = callArv]l 3 < esllvll,, 3 (Stetigkeit) (8.24)

57 —

Wir betrachten den Projektor der Galerkin-Approximation P: H ~3 — H, mit
Pv:=uv,.
Es gilt: Pw =w Vw € Hy, und [[Pvf| 3 < csllvfl 1. (laut (8.24))

Vo € H, gilt:
flv=vall,-3 < [lo=0l, 3 +l0—vll, -3 =llv=0[, 3 + PO =), 1
< (tenlo—ill,
. ) (8.20) il

v =wally < Qo) mf flv—ol, 3 < b |ol|a: (8.25)

(vgl. vorletzte Abschitzung mit Céa-Lemma)
o Firs>a> —% wird die inverse Voraussetzung benutzt:
3 3 (8.20),(8.21) ~ L
lv=vallge < flv=0llge + |0 =vyllne < h™ollus + crh™27 0 —wvall -4
——

cHy

= csh®v]|gs + crh” 3 P(G — v)

HH—%

coh® [0l + esh™2 [0 — o]l -y

(8.20) . .
< ch®vl|lgs + g b2 R vl g
———
—hs—a
< eoh® ||| prs

e Fiir a < —3 benutzen wir den sog. Nitsche-Dualititstrick (vgl. Bew. von Satz 6.2):
Sei p € H™* eine beliebige Funktion. Fiir die Losung von Ajw = ¢ gilt mit (8.19):

[wl[g-e-1 < crollpll e (8.26)

Yo e Hy,:
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8 Randelementmethoden (BEM)

(v = vn, ) 2]

—
*
~

IN

|<’U — vn,A1w>Lz\
|<U — ?}n7A1<’w — ’l~}) +A1?7>L2|
[{(v — vy, A1 (w — D)) 2|

[o = vnll -3 [As(w = O)] 5

H?2
(8.19) ~
< cpllv—ull gl =2,
(8:25) 1
< csh™ 2 ol|gs w—0| 3
1 . -
= [(V—vn, @) 2] < csh” 2|0 |s Ug}{fn ||w—v||H_%
(8.20) ) Lol
< cuh® 2 ||u]|gshT TR lw] e
= HU—UnHHa = sup |<U_Un790>L2|
ol g—a=1
(8.26) B
< cishYvl|lgs sup  ||]la-a
el g—a=1
= Cl5hs_a||U| Hs-

(*) Mit den Galerkingleichungen (8.22) gilt: (Ay(v —v,),0) =0 Vo € H, (,funda-
mentale Orthogonalitit”).

O

Bsp: Fiir stiickweise konstante Ansatzfunktionen (J = 0) ist die maximale Konver-

genzordnung 3:

lvn = vllz-2 < ch®|lv]l.

Ref: [GR] § 9, [Ha2| § 8,9, [STW] § I1I.
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(In-)Stabilitat von Differenzenverfahren

Wiérmeleitungsgleichung:
U = Uz, © € (0,1), t>0

u(0,t) =u(l,t) =0, wu(x,0)=wup(z)

1—[1— 2z

h=0.0145, k =0.0001, vy = 75 =  h=0.013748, k =0.0001, y = 5 =
0.47562: 0.52632:

implizites Schemna, y = 0.47562, dt = 0.0001, dx = 0.0145 implizites Schemna, y = 0.52632, dt = 0.0001, dx = 0.013784

0.8~

S S
g g
rein implizites Schema rein implizites Schema
Crank-Nicolson, y=0.47562, dt = 0.0001, dx = 0.0145 Crank-Nicolson, y=0.52632, dt = 0.0001, dx = 0.013784
1 1~
0.8~
06~
z z
5 <
Crank-Nicolson Schema Crank-Nicolson Schema
L S Y ~ UD£032, Ut~ VAL, U Uva3104
expl. Schema, y =0.47562, dt = 0.0001, dx = 0.0145
14
12
1
= S o8
= 5
= 06
0.4 y{4\-
£
o s
o it
Z

% 7
ey e s
5505 e e
L
/

i 08
LR
K
i
5
Ly

0.6

0.4
0.2

explizites Schema explizites Schema



h=0.013748, k =0.0001, v = %5 = h=0.013748, k = 0.00009, v = 15 =

0.52632: 0.47368:

implizites Schema, y = 0.52632, dt = 0.0001, dx = 0.013784 implizites Schema, v = 0.47368, dt = 9¢-005, dx = 0.013784

ux,t)
ux,t)

rein implizites Schema rein implizites Schema

EXIL DUIIEINIA, Y — U.D£03Z, UL = V.UUUL, UX = U.UL3 104

expl. Schema, y = 0.47368, dt = 9e-005, dx = 0.013784

P
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E el
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06
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04 ’
/
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i
02 Wit
Gl
0 014t gt 1 7
el 0ty g g g g gt
i
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e
gttty g
AT
i
6 1
s B
gl e
Lty gy 08
B
~ 4
x10° Uty 06
Gy
2 II[II;IIIIIIIII/III[IIII,I 04
4 02
t 0 0
X
explizites Schema explizites Schema

Vergleich mit Stabilitdt von expl./impl. Euler-Verfahren fiir GDGI.:
Semidiskretisierung (Linienmethode) mit h fest:

Opui(t) = D2u;(t); j=0,....J; t>0

betrachte ' = —A\u, ¢ > 0:
expl. Euler: stabil fiir k£ < %
impl. Euler: stabil fiir £ > 0 (A-stabil)



Crank-Nicolson, y=1, dt = 0.0001, dx = 0.01

u(x,0.1)

0.06

0 o4
% t

Losung u(z,t) fur h = 0.01, £ = 0.0001, v =1

Crank-Nicolson, y = 20, dt = 0.002, dx = 0.01

12

u(x,0.1)

0.06

0 o1
X t

Losung u(z,t) fir h = 0.01, k£ = 0.002, v = 20:
diskretes Maximumprinzip nicht erfiillt: Oszillationen in ¢!



Ziweigitter-Algorithmus
Bsp:

=u=0

u'=0 0O<z<l1
uw(0) =u(1)=0

diskret:
Ay=0; y= W1 -yn-1); lo=yn=0 =y=0
mit: A = tridiag(—1,2, —1); hier N = 48
Iteration mit geddmpftem Jakobi-Verfahren (w=2): T'=1 —wiA

Startvektor /-fehler

1/ . 1247w . 30w Rl
22’0260225 Sin N -+ sin N

L L L L L L L L L
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45

lleolee = 0.854

0.5

N N A
N “‘ s‘ \ | / \‘\

| \ | | \ | \
0.2H \ | \ | \ | | | \ |
| | |

0-1#“ / | ‘c“ \ / “‘ ““ [
Vorglattung (m; = 3 Schritte) . . \ \

29141 1= TQZQJ; [ = 0,1,2 wo2r ‘\‘ \

L L L L L L L L L
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45

lle]loo = 0.430

50



Grobgitterkorrektur (3 Iterationen) o
0.08 - A
ry = [21 (A22273) ... Residuum in ‘/1 0.06 - B
iterative Losung von A;g; = ry: 004]- ]
G0 = 0 " |
ol |
gii+1 = Tigy —Hd%?”l; [=0,1,2 Lol :
—0.04 - A
Addieren der Korrektur in V5: el |
(Zoa = 223 —I7g11) Rl ]
Zo4 = 293 — 1129173 ot 5 10 15 20 25 20 ES 20 s 50
I ... gewichtete Restriktion €400 = 0.098
I? ... lineare Interpolation ||l€4]|co = 0.059
0.025 1
oo |
0015 1
001 1
o.00s| 1
Nachglattung (my = 3 Schritte) of 1
~o.005 1
22141 = TQZQJ; l= 4, 5, 6 -0.01 7
o015 1
002 1
s m s w wm m &
Vergleich des Aufwands: llez|leo = 0.024
—_—————— 2
osf 1
osf |
0 |
02 |
0f 4
0| |
ol |
ol |
sl |
Mo 5 10 15 20 25 w0 @ 4w 4 0 Yo 5 10 15 20 25 30 T 50

Iterationen nur auf feinem Gitter:
les oo = 0.0879, [leraoo = 0.0239

gesamte Fehlerevolution des Zweigitteralgorithmus



Potentialstromungen in 2D

Umstromung einer Kugel:

Umstromung einer Tragflache:

/F__\
o \
/ :

Flow Arocund an Airfoil

5

—< \

| B s
1 \ -

i’

%
X,
R,
- = =
\\\ g




Streuung einer einfallenden Welle an ,weicher” Kugel

Au+E* (14 f(z))u = 0; k =50; f(x) = 0.6 X, ()

Losung in [—1,1]%, links Re(u), rechts Tm(u):

on links einfallende Well

gestreute Welle:




