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kinetische Verfahren

Nebenbedingung
explizite Formulierung der Nebenbedingung

kinetische Verfahren fiir Erhaltungsgleichungen

1. Ansatz

Modellbildung mit Hilfe von Erhaltungssdtzen und der
Navier-Stokes- bzw. Eulergleichung

(makroskopische Formulierung)

2. kinetischer Ansatz

Beschreibung der statistischen Teilchenverteilung
(mikroskopische Formulierung)

~» Boltzmanngleichung:

F
%m(x, v, t) +vVem(x,v, t) + ;va(x, v, t) = Q(f)

F: duBere Kraft, Q: nichtlineares Kollisionsintegral
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kinetische Verfahren

Nebenbedingung
explizite Formulierung der Nebenbedingung

Je nach Achsenskalierung g = ¢ 1x, 7 = € “t, a € [1,2] bestehen
resultieren die Navier-Stokes- bzw. Euler-gleichungen aus dem
Grenzwert ¢ — 0 der skalierten Boltzmanngleichung

konstruiere math.Zusammenhang zwischen der Lésung f der
Boltzmanngleichung und der Losung U des urspriinglichen
Problems (hier: us + f(u)x = 0) mittels Nebenbedingung

m(x,v,t) = p(u(x, t),v)

~~ Probleme :
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@ Bestimmung der Nebenbedingung p
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kinetische Verfahren

Nebenbedingung
explizite Formulierung der Nebenbedingung

Je nach Achsenskalierung g = ¢ 1x, 7 = € “t, a € [1,2] bestehen
resultieren die Navier-Stokes- bzw. Euler-gleichungen aus dem
Grenzwert ¢ — 0 der skalierten Boltzmanngleichung

konstruiere math.Zusammenhang zwischen der Lésung f der

Boltzmanngleichung und der Losung U des urspriinglichen

Problems (hier: us + f(u)x = 0) mittels Nebenbedingung
m(x, v, t) = p(u(x,t),v)

~ Probleme :

@ Bestimmung der Nebenbedingung p

@ Bestimmung von u aus m
~> Losungen ergeben sich als Momente der Dichte m
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kinetische Verfahren
Nebenbedingung
explizite Formulierung der Nebenbedingung

ein einfaches Beispiel

skalarer AdvektionsprozeB

@Jra@:O
X

u(0,x) = u°(x),t > 0,x €R

Losung u(t,x) = u®(x — at)

kinetische Formulierung

o + vg =0
ot ox
(0, v,x) = u®(x)é(v — a)

Lésung f(t,v,x) = uO(x — vt)d(v — a) = u®(x — at)d(v — a)
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kinetische Verfahren
Nebenbedingung
explizite Formulierung der Nebenbedingung

Entropie

Definition: Entropie/Entropie-FluB-Paar zu u; + f(u)x =0

Ein Entropie-FluB-Paar n-ter Ordnung ist ein Paar von Funktionen
(U,F)R” — R?, welches

VFT =vuTvs"

erfiillt

Somit ldsst sich us + f(u)x = 0 als Entropieerhaltungsgesetz
U + Fx = 0 mit zugehoriger kinetischer Formulierung:

fo + v = 0,£(0,x,v) = i, (t°(x), v)

interpretieren.
(Lésung U(x,t) = [p pn(u®(x — vt))dv)



kinetische Verfahren
Nebenbedingung
explizite Formulierung der Nebenbedingung

Nebenbedingung

~> neues Ziel:
finde p,, so daB n(u(At,x)) — U(At,x) = O(At™1)
O fiir skalare Erhaltungsgesetze und lineare Systeme existieren
exakte Nebenbedingungen (n = o)

@ fiir Systeme von Erhaltungsgleichungen gilt:
Nebenbedingungen der Ordnung n gibt es genau dann, wenn
U eine Entropie n-ter Ordnung ist

© fiir u e R? gilt n =1 oder n = oo
QO n>1
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kinetische Verfahren
Nebenbedingung
explizite Formulierung der Nebenbedingung

linearer Fall

Betrachte
Uy + aux = 0, u(0,x) = u°(x)

Fouriertransformation in Ortskoordinaten ergibt:
ﬁt + isati =0
8(0,5) = 2%(s)

mit Losung
o(t, x) = E.i°(s)

Ei(s) = exp(itsa)
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kinetische Verfahren
Nebenbedingung
explizite Formulierung der Nebenbedingung

linearer Fall

Somit ist die Losung des urspriinglichen linearen Problems gegeben
durch

u(t, x) —/REt(y)uo(x—y)dy_/REl(v)uo(x— tv)dv

Dies motiviert die Einfiihrung der Nebenbedingung

u(u,v) = Ex(v)u
/udv =u
R

Desweiteren gilt:
/ vudv = au
R
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kinetische Verfahren
Nebenbedingung
explizite Formulierung der Nebenbedingung

nichtlinearer Fall

Betrachte Erhaltungsgesetz u; + f(u)x =0
1
pw) = [ E= [ EGs)iu9)ds

E(u) = §s *(exp(—isV(u)))
bzw. fiir Entropie-Erhaltungsgesetzte U; + Fx = 0:
1
u(V)= [ VTUE = [ VTUG @ 9)EG 5w s)ds
Ny 0

mit I, Weg vom Ursprung nach u
Es lasst sich zeigen, daB auf diese Weise definierte
Nebenbedingungen optimal bzgl. der Konsistenzordnung sind.
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kinetische Verfahren
Nebenbedingung
explizite Formulierung der Nebenbedingung

Konsistenz

Im Falle skalarer Gleichungen und falls § E = 0 lasst sich lineare
Stabilitat zeigen.
Aus der Konvexitit des Definitionsbereichs von E folgt § E =0

<~
E besitzt ein Potential

<~
E besitzt eine Stammfunktion

e

(sVF(u))" besitzt eine Stammfunktion Vn € N
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Ein kinetischer Ansatz fiir die Savage-Hutter-Gleichungen
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Ein kinetischer Ansatz fiir die Savage-Hutter-Gleichungen

Ansatz

Savage-Hutter-Gleichungen

8th aF 8x(hu) =0
B (hu) + Bx(hu? + B) = g(u)h

ﬁ = 6kact.‘passcosc
g(u) = sin¢ — sgn(u)cos(tand, u # 0
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Ein kinetischer Ansatz fiir die Savage-Hutter-Gleichungen

Ansatz

Ansatz fiir Dichte M(x,v,t)=M(h,v-u):

h= / M(h,v — u)dv
R

hu :/ vM(h,v — u)dv
R

h?
hu? +ﬂ? = / v2M(h,v — u)dv
R
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Ein kinetischer Ansatz fiir die Savage-Hutter-Gleichungen

(semi-)kinetische Formulierung

~> (h,hu) ist Lésung der Savage-Hutter-Gleichungen gdw.
M(h,v-u) Lésung ist von

OtM(h, v —u) 4+ voM(h,v —u)+ g(u)o,M(h,v — u) = Q(x, v, t)

wobei fiir Q gilt:

und
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Ein kinetischer Ansatz fiir die Savage-Hutter-Gleichungen

(semi-)kinetische Formulierung

Eigenschaften des resultierenden FV-Schemas:

Q giiltig nur fiir = const.
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Ein kinetischer Ansatz fiir die Savage-Hutter-Gleichungen

(semi-)kinetische Formulierung

Eigenschaften des resultierenden FV-Schemas:
Q giiltig nur fiir = const.

@ Vernachlassigung von Q ermoglicht i.A. fiir hyperbolische
System noch Konstruktion von Verfahren erster Ordnung
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Ein kinetischer Ansatz fiir die Savage-Hutter-Gleichungen

(semi-)kinetische Formulierung

Eigenschaften des resultierenden FV-Schemas:
Q giiltig nur fiir = const.

@ Vernachlassigung von Q ermoglicht i.A. fiir hyperbolische
System noch Konstruktion von Verfahren erster Ordnung

© Schema garantiert h > 0 und somit Hyperbolizitdt der
Gleichungen
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Ein kinetischer Ansatz fiir die Savage-Hutter-Gleichungen

(semi-)kinetische Formulierung

Eigenschaften des resultierenden FV-Schemas:
Q giiltig nur fiir = const.

@ Vernachlassigung von Q ermoglicht i.A. fiir hyperbolische
System noch Konstruktion von Verfahren erster Ordnung

© Schema garantiert h > 0 und somit Hyperbolizitdt der
Gleichungen

@ konservativ fir h

© verallgemeinerbar auf 2 Dimensionen und hohere Ordnungen
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Ein kinetischer Ansatz fiir die Savage-Hutter-Gleichungen

(semi-)kinetische Formulierung

Eigenschaften des resultierenden FV-Schemas:
Q giiltig nur fiir = const.

@ Vernachlassigung von Q ermoglicht i.A. fiir hyperbolische
System noch Konstruktion von Verfahren erster Ordnung

© Schema garantiert h > 0 und somit Hyperbolizitdt der
Gleichungen

konservativ fiir h

verallgemeinerbar auf 2 Dimensionen und héhere Ordnungen

© 00

Lawinenbewegung komplett simulierbar (incl. Start/Stop)
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Ein kinetischer Ansatz fiir die Savage-Hutter-Gleichungen

(semi-)kinetische Formulierung

Eigenschaften des resultierenden FV-Schemas:
Q giiltig nur fiir = const.

@ Vernachlassigung von Q ermoglicht i.A. fiir hyperbolische
System noch Konstruktion von Verfahren erster Ordnung

©

Schema garantiert h > 0 und somit Hyperbolizitat der
Gleichungen

konservativ fiir h
verallgemeinerbar auf 2 Dimensionen und héhere Ordnungen

Lawinenbewegung komplett simulierbar (incl. Start/Stop)

©0 00

besteht aus 2 Schemas, einem zur Beschreibung der
Bewegung bei hoher Geschwindigkeit und einer Modifikation
welche stationdre Zustdnde erkennen kann
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einige numerische Tests

Beispiel 1

In allen, bis auf dem letzten, der folgenden Beispiele wrde ¢ = 0.4,
Ax = 0.05 und At = 0.001 gewahlt.
Betrachte Savage-Hutter-Gleichungen mit ( =6 = 0 und

Anfangsdaten
1 <
h(0, x) = T (1)
05 x> xg

u(0,x) =0
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einige numerische Tests

Beispiel 1 (5000 Zeitschritte)
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einige numerische Tests

Beispiel 2

Betrachte Savage-Hutter-Gleichungen mit ¢ =0, § = {5 und
Anfangsdaten
03 x<x
h(0,x) =423 x1 <x<x (2)
03 x>x
u(0,x) =0
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einige numerische Tests

Beispiel 2
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einige numerische Tests

Beispiel 3

Betrachte Savage-Hutter-Gleichungen mit ¢ =0, 6 = {t und
Anfangsdaten
h(0,x) = max(K/10,K — I(x — x0)?) (3)
u(0,x) =0
K=1 I1=4
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einige numerische Tests

Beispiel 4

Betrachte Savage-Hutter-Gleichungen mit { =6 = 0 und
Anfangsdaten

h(0. x) — max(0.9sin[w(x — 0.6)] — 0.3sin[27(x — 0.6),1]) 0.6 < x <
701 sonst

(4)
u(0,x) =0

¢ =0.3218, ¢ =30, § = 10
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einige numerische Tests

Beispiel 3
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Vielen Dank fir Eure Aufmerksamkeit!
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