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Erinnerungen
8 Modellvoraussetzungen

Optionen
Black-Scholes-Gleichung

Modellvoraussetzungen

Modellvoraussetzungen

folgende vereinfachende Modellannahmen an den Finanzmarkt:

o Kurs des Basiswerts S; := S(t) geniigt der stochastischen
DGL

dS; = uSedt + oS dW(t)
mit g ... Drift (Trend), o ... Volatilitdt des Basiswerts S;
arbitragefreier, liquider, friktionsloser Markt
vollkommener Kapitalmarkt (Soll- = Habenzins r > 0)
zeitkontinuierlicher Handel des Basiswerts
beliebig teilbarer Basiswert

keine Dividendenzahlungen auf den Basiswert S

vollstandige Information der Marktteilnehmer
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Erinnerungen
8 Modellvoraussetzungen

Optionen
Black-Scholes-Gleichung

Optionen

innerer Wert einer Option

(S — K)* =: C;... Call
(K—St)+:: Pt Put
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Erinnerungen
8 Modellvoraussetzungen

Optionen
Black-Scholes-Gleichung

Optionen

innerer Wert einer Option

(5¢,t) € (0,00) x (0, T)

europdische / amerikanische Option

@ Ausiibungszeitpunkt t = T = europaische Option

@ Ausiibungszeitpunkt t € (0, T] = amerikanische Option

N
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Erinnerungen
8 Modellvoraussetzungen

Optionen
Black-Scholes-Gleichung

Optionen

innerer Wert einer Option

europdische / amerikanische Option

@ Ausiibungszeitpunkt t = T = europaische Option

@ Ausiibungszeitpunkt t € (0, T] = amerikanische Option

Ziel
gesucht ist der ,faire Preis” einer Option zum Zeitpunkt t = 0:

V(S,0)
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Erinnerungen
8 Modellvoraussetzungen

Optionen
Black-Scholes-Gleichung

Black-Scholes-Gleichung (europaische Optionen)

Black-Scholes-Gleichung

der Preis einer europaischen Option V/(S, t) geniigt der partiellen
(parabolischen) Differentialgleichung:

2
2528 sa—v rV =0

ov 1
ot "2 952 "5

1
(Ve + 50252 Vss + rSVs — rV = 0)
mit
° (5,t) € (0,00) x (0, T)

@ r>0... Zinssatz
@ 0 > 0... Volatilitat
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
Randbedingungen

Losbarkeit der Black-Scholes-Gleichung

Vorbetrachtungen

etrachtungen

@ Betrachtung der Losung der Black-Scholes-Gleichung V/(S, t)
auf der Menge:

(5,t) € (0,00) x (0, T)
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
Randbedingungen

Losbarkeit der Black-Scholes-Gleichung

Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

@ Betrachtung der Losung der Black-Scholes-Gleichung V/(S, t)
auf der Menge:

(5,t) € (0,00) x (0, T)

@ Transformation der Black-Scholes-Gleichung auf eine reine
Warmeleitgleichung moglich:

ur(x, t) = a- ux(x, t)

= Losbarkeit
(Eindeutigkeit mit gegebenen Anfangs- und
Randbedingungen)
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
Randbedingungen

Losbarkeit der Black-Scholes-Gleichung

Endbedingung

Endbedingung

o Losung der Black-Scholes-Gleichung riickwarts in der Zeit

(S— K)© = C(S,T)

Vs, T) = {(K _S)t = P(S,T)

VS € (0, 00)
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
Randbedingungen

Losbarkeit der Black-Scholes-Gleichung

allgemein

Randwertbetrachtung

@ Betrachtung der beiden Rander des Definitionsbereiches von S
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
Randbedingungen

Losbarkeit der Black-Scholes-Gleichung

allgemein

Randwertbetrachtung
@ Betrachtung der beiden Rander des Definitionsbereiches von S
e S=0= V(0,t)
e S—o0= V(S5,t)firS — oo
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
Randbedingungen

Losbarkeit der Black-Scholes-Gleichung

europaischer Call

C(S,t) = V(S,1)

@ , Recht, einen wertlosen Basiswert S zu kaufen*

e = ((0,t)=0
vVt e (0,T)
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
Randbedingungen

Losbarkeit der Black-Scholes-Gleichung

europaischer Call

C(S,t) = V(S,1)

@ , Recht, einen wertlosen Basiswert S zu kaufen*
e = ((0,t)=0
vVt e (0,T)

e allgemein: C(S,t)~S—K-e (T
() C(S,t)QSﬁ,—II‘S—>oo

S—o00

o = ((5,t) —/ >
Vte (0,T)
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
Randbedingungen

Losbarkeit der Black-Scholes-Gleichung

europaischer Put

P(S,t) = V(S,t)

@ , Recht, einen unendlich teuren Basiswert S zu verkaufen”

o = P(S,t) 220
Vte (0, T)
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
Randbedingungen

Losbarkeit der Black-Scholes-Gleichung

europaischer Put

@ uber Put-Call-Paritat

oph Lilke Bewertung von europdischen und amerikanischen O



Vorbetrachtungen
Endbedingung
Randbedingungen

Losbarkeit der Black-Scholes-Gleichung

europaischer Put

@ uber Put-Call-Paritat

Theorem (Put-Call-Paritat)

Unter den Voraussetzungen an den vollkommenen Kapitalmarkt
gilt fiir alle t € [0, T]

5t+ Pt— Ct = K'eir(Tit)
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Losbarkeit der Black-Scholes-Gleichung \égzil")it(:ﬁfgh:"]‘:ge"
g

Randbedingungen

europaischer Put

@ iiber Put-Call-Paritat

o P(S,t)=K e "(T=t) 1 C(S,t) — S(t)

e = P(0,t)=K- e r(T—t) 1 C0,t) =K - e—r(T—t)
——

=0
Vte (0,T)

Theorem (Put-Call-Paritat)

Unter den Voraussetzungen an den vollkommenen Kapitalmarkt
gilt fiir alle t € [0, T]

St+ Pt— Ct = K'eir(Tit)
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call
amerikanischer Put

Vorbetrachtungen

Unterschied zu europdischen Optionen

@ Bewertung von amerikanischen Optionen schwieriger
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call
amerikanischer Put

Vorbetrachtungen

Unterschied zu europdischen Optionen
@ Bewertung von amerikanischen Optionen schwieriger

@ identische Endbedingung wie bei europdischen Optionen
@ sehr komplizierte Randbedingungen
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Vorbetrachtungen

Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call

amerikanischer Put

Vorbetrachtungen

Unterschied zu europdischen Optionen
@ Bewertung von amerikanischen Optionen schwieriger
@ identische Endbedingung wie bei europdischen Optionen
@ sehr komplizierte Randbedingungen

@ = keine analytische Lésung mehr moglich
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Vorbetrachtungen

Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call

amerikanischer Put

Vorbetrachtungen

Unterschied zu europdischen Optionen

@ Bewertung von amerikanischen Optionen schwieriger
@ identische Endbedingung wie bei europdischen Optionen
@ sehr komplizierte Randbedingungen

@ = keine analytische Lésung mehr moglich

Betrachtung von

0 Ceu(S,0) < Cam(S,0)
] Peu(S,O) S Pam(57 O)
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call

amerikanischer Put

Endbedingung

Endbedingung

@ wie bei europdischen Optionen

(S— K)© = C(S,T)

VET)= 1 (k= sy+ = p(s,T)

VS € (0, 00)
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Vorbetrachtungen

Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call

amerikanischer Put

amerikanischer Call

Wert eines amerikanischen Calls
o iiber Put-Call-Paritit: Vt € (0, T)
Cou(t) = Peu(t) +5(t) — K - e77(T71)
~———

>0

> S(t)—K-e (771

> S(t) — K = Gm(t)
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Vorbetrachtungen

Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call

amerikanischer Put

amerikanischer Call

Wert eines amerikanischen Calls
o iiber Put-Call-Paritit: Vt € (0, T)
Cou(t) = Peu(t) +5(t) — K - e77(T71)
~———

>0

> S(t)—K-e (771

> S(t) — K = Gm(t)
o = Ceu(S,0) = Gm(S,0)
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Vorbetrachtungen

Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call

amerikanischer Put

amerikanischer Put

Wert eines amerikanischen Puts

o iber Put-Call-Paritit: Vt € (0, T)

Peu(t) = Ceu(t) — S(t) + K - e (770)
?
K 5(t) = Pam(t)
o gilt wenn Cou(t) < K — K - e "(T-1)
@ dies ist allerdings nicht unbedingt gegeben
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Vorbetrachtungen

Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call

amerikanischer Put

amerikanischer Put

o iber Put-Call-Paritit: Vt € (0, T)
Peu(t) = Can(t) = S(t) + K - e7"(771)
?
K 5(t) = Pam(t)
o gilt wenn Cou(t) < K — K - e "(T-1)

@ dies ist allerdings nicht unbedingt gegeben
@ = Pey(S5,0) < Pan(S,0)
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Vorbetrachtungen
Endbedingung
amerikanischer Call
amerikanischer Put

amerikanische Optionen

amerikanischer Put

o Existenz eines optimalen Ausiibungspreises S¢(t)
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Vorbetrachtungen

Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call

amerikanischer Put

amerikanischer Put

o Existenz eines optimalen Ausiibungspreises S¢(t) J

freies Randwertproblem

Teilung des Definitionsbereiches in 2 Teile:
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Vorbetrachtungen

Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call

amerikanischer Put

amerikanischer Put

o Existenz eines optimalen Ausiibungspreises S¢(t) J

freies Randwertproblem

Teilung des Definitionsbereiches in 2 Teile:
o {(5,t)0<S<S(t);0<t< T}
(vorzeitige Ausiibung der Option)
bei vorzeitiger Ausiibung fillt der Wert des amerikanischen
Puts auf den inneren Wert V/(S, t) zuriick

Claudia Miinstermann, Christoph Lilke Bewertung von europiischen und amerikanischen Optionen



Vorbetrachtungen

Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call

amerikanischer Put

amerikanischer Put

o Existenz eines optimalen Ausiibungspreises S¢(t) J

freies Randwertproblem

Teilung des Definitionsbereiches in 2 Teile:

o {(5,t)0<S<S(t);0<t< T}
(vorzeitige Ausiibung der Option)
bei vorzeitiger Ausiibung fillt der Wert des amerikanischen
Puts auf den inneren Wert V/(S, t) zuriick

o {(5,1)|S¢(t) <S<o0;0<t< T}
(Option wird nicht ausgeiibt)
Preis des amerikanischen Puts geniigt der
Black-Scholes-Gleichung
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Vorbetrachtungen

Endbedingung
amerikanische Optionen amerikanischer Call

amerikanischer Put

amerikanischer Put

o Existenz eines optimalen Ausiibungspreises S¢(t) J

freies Randwertproblem

Teilung des Definitionsbereiches in 2 Teile:

o {(5,t)0<S<S(t);0<t< T}
(vorzeitige Ausiibung der Option)
bei vorzeitiger Ausiibung fillt der Wert des amerikanischen
Puts auf den inneren Wert V/(S, t) zuriick

o {(5,1)|S¢(t) <S<o0;0<t< T}
(Option wird nicht ausgeiibt)
Preis des amerikanischen Puts geniigt der
Black-Scholes-Gleichung

@ = Bewertung eines amerikanischen Puts ist ein freies
Randwertproblem mit freiem Rand S¢(t
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Modelle mit Transaktionskosten

Ausblick

Veranderung der Modellvoraussetzungen

Modellvoraussetzungen

folgende vereinfachende Modellannahmen an den Finanzmarkt:

o Kurs des Basiswerts S; := S(t) geniigt der stochastischen
DGL

dS; = uSedt + oS dW(t)
mit g ... Drift (Trend), o ... Volatilitdt des Basiswerts S;
arbitragefreier, liquider, friktionsloser Markt
vollkommener Kapitalmarkt (Soll- = Habenzins r > 0)
zeitkontinuierlicher Handel des Basiswerts
beliebig teilbarer Basiswert

keine Dividendenzahlungen auf den Basiswert S

vollstandige Information der Marktteilnehmer
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Modelle mit Transaktionskosten

Ausblick

Veranderung der Modellvoraussetzungen

Modellvoraussetzungen

folgende vereinfachende Modellannahmen an den Finanzmarkt:

o Kurs des Basiswerts S; := S(t) geniigt der stochastischen
DGL

dS; = uSedt + oS dW(t)
mit g ... Drift (Trend), o ... Volatilitdt des Basiswerts S;
arbitragefreier, liquider, friktionsloser Markt
vollkommener Kapitalmarkt (Soll- = Habenzins r > 0)
zeitkontinuierlicher Handel des Basiswerts
beliebig teilbarer Basiswert

keine Dividendenzahlungen auf den Basiswert S

vollstandige Information der Marktteilnehmer
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Modelle mit Transaktionskosten
Ausblick

Modifizierung der Black-Scholes-Gleichung

@ modifizierte Volatilitat:
~2 ~2
o =0 (t,S, V5, V55)

e modifizierte Black-Scholes-Gleichung:

1
Vi + 552(1',5, Vs, V55)52V55 +rSVs —rV =0

mit (S, t) € (0,00) x (0, T)
@ nichtlineare Black-Scholes-Gleichung
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