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Beschreibung verschiedener
mathematischer Modelle

-mikroskopischen Modell (jedes Auto einzeln
betrachtet)

-mesoskopische Modell oder kinetische Modell
(statistische Verteilung)

-makroskopische Modell
(Verkehrsfluss durch Erhaltungssatze)
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Wozu diese Modelle?

O Verschiedene Aspekte in unterschiedlichen
Zusammenhangen

O Untersuchung des Verkehrsflusses in
EinbahnstraBen

O Entstehung von Staus, Auffahrunfallen und
Ampeleffekten

=> Optimierung dieser Probleme durch
Erhaltungsgleichungen
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Das Makroskopische Modell

Dieses Modell |6st sich ganz von der Modellierung
der Fahrzeuge und stellt anstatt dieser Dichte,
Durchschnittsgeschwindigkeit und
Geschwindigkeitsvarianz in den Mittelpunkt,
deren zeitliche Aderung Uber Erhaltungssatze
beschrieben werden.
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Das Modell von Lighthill, Whitham und
Richards

Altestes Modell von Lighthill und Whitham
Parallel Modell von Richards entwickelt

Modell beruht auf dem Umstand, dass auBerhalb von
Zu- oder Abfahrten keine Fahrzeuge hinzukommen
oder verloren gehen (wenn man von Unfallen
absieht).

Diese Erhaltung der Fahrzeugzahl fuhrt auf die
Kontinuitatsgleichung
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Verkehrsdichte und —fluf3 in
Gleichgewichtzustanden I

Wir betrachten das Gleichgewicht aller Fahrzeuge mit
gleicher Geschwindigkeit und im gleichen Abstand. Die
Verkehrsdichte ist dabei definiert als die Anzahl der

Fahrzeuge in einem Intervall geteilt durch die Lange des

Intervalls.

# Fahrzeuge in Umgebung von X

P =POXt) =c-mcmmmmmmmm oo
GroBe der Umgebung
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Verkehrsdichte und —fluf3 in
Gleichgewichtzustanden II

Der (Durch)FluB (Verkehrsfluss) ist wie folgt definiert
v(X,t)=Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t

p(x,t)v(x,t)=Anzahl der Autos, die den Punkt x zum Zeitpunkt t
passieren

Insbesondere

p(x1,t)v(x1,t): # derin (x1, x2) einfahrenden Autos / Zeiteinheit
p(x2,t)v(x2,t): # der in (x1, x2) ausfahrenden Autos / Zeiteinheit
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Verkehrsdichte und —fluf3 in
Gleichgewichtzustanden III

Da die StralBBe einspurig ist, folgt: es verschwinden keine
Auto

> Es gilt folgender ,Autoanzahlerhaltungsgesetz®:

Verbal: in jedem Abschnitt (x1,x2) der einspurigen
StraBe muss die zeitliche Anderungsrate der Dichte
gleich sein, der Differenz der einfahrenden und
ausfahrenden Autos.
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Mathematisch:

G Jol Pl t)de = play, )o(w1,t) — p(w2, t)v(zs, 1)

/: / Orpla, t)dadt = / (o, o(as.b) — pla. ola, £))dadt

/ / 1))

pt + (pv). = 0, rcR, t>0

15. Februar 2008 Dynamik eines Verkehrsflusses 10



Dynamik eines Verkehrsflusses
Teil 11

Optimale Durchflussfunktion fir
den Verkehr finden

—->bekommen hyperb. Erhaltungsgl.
Dieser Gestalt

pt + (pv)z = 0, reR, t>0
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Definition:
hyperbolische Erhaltungsgleichung

Allgemein heifit das System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

u; + Bu, = q(t, z,u) (1.12)

s (o Rt 5+ R™).q: (R % Rt x ™ — R™)

hyperbolisch, wenn die Matrix B € R™*™ reell diagonalisierbar ist.

Gilt zudem g = 0, so représentiert (1.12) eine Erhaltungsgleichung.

Fiir g # 0 spricht man von einer Erhaltungsgleichung mit Quellterm
(Déampfung).
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StraBenlagen!

Staubidung fraie Hahn also (Ymax)

_

Abh 1 Abb.2
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Optimalen Durchfluss finden

O Annahme: Geschwindigkeit ist eine
Fkt der Verkehrsdichte

v=v(p)=v(p(X,t))

1.Wenn p(x,t)=max 2>v(p)=0 (Bild 1)
(Autos Stol3stange an Stof3stange)
2.5uchen p opt 2 v(p) max (Bild 2)

A o At R o
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D.h. in einem Diagramm konnen wir
folgende 3Punkte festlegen:
(0,0), (Popt,Vmax) und (Pmax,0)

wiplx i)

Wmax —— o

R " TERY
FPopt Frmaz
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d.h. wiederum, dass wir eine Zustands-
gleichung finden, das diese 3 punkte
verbindet. Setze dazu v=v(p(x,t))

1. Fall Lineare Zustandsfkt.

wiplx 1))

Wmax ——
/\ pi i)

Popt Pmax
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machen wir fiir die Geschwindigkeit den einfachen Ansatz

=)
Pmax

v(p) = vmaz(l —

Die Zugehorige Flussfunktion resultiert damit zu

f[.:;ﬂ:] — F‘Ef’ﬂm::t:(]- e Lj

pﬂ‘lﬂ-ﬂ.’.

Somit erhalten wir folgende Gleichung

pt + [PUmaz (1l — & Nz =0

Pmax
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Fur die geschwindigkeit der Steigung der Charakteristik folgt

Wegen f"(p) = 9™ () ist die Fluss funktion konkav

,ﬂmflﬂi
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Die Trajektorien x(t) der einzelnen Fahrzeuge, d.h. die Wegbahnen mit der

Zeit, ergeben sich aus der Gleichung

% =v(p(z,t)) baw. z(t) = zg +£ ” v(plo),o))do

mit Startwerten t, xo. Ist eine Losung p von (3.34) bestimmt, so konnen die
Trajektorien berechnet werden. Man beachte, dass die Losung p unstetig sein
kann, die Weghahnen jedoch stetig sind.

Wir betrachten das Riemann Problem

. el .
[)(ﬂfﬂOJ = { 25 7> () mit < Pls Pr i Prmax-
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Nach der Rankine-Hugeniot Sprungbedingung (3.23) muss eie Unstetigeit die
Schockeeschwindighert

Sod-flw) ( mm)
= = gy 1
= pr

340

besitzen. Die Entropiebedingung (3.24) verlangt f'(1) > f'(p,), wodurch wegen
£ < dann p; < p, gelten muss, dannit eine Schockwelle hier physikalisch simavoll
st
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Beispiel eines nicht linearen falles des
Verkehrsflusses

hier wird die bisherige Theorie als physikalische
Interpretation dargestelit
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1.Fallbeispiel: Pr = Pmazs P < Pmaz

Hier liegt auf der rechten Seite ein Stau vor.

Wegen ~ < remae ist hier eine Schockwelle eine schwache
Lésung, welche die Entropiebedingung erfullt, d.h.
physikalisch sinnvoll.

Die Schockgeschwindigkeit ist negativ. Fahrer auf der linken

Seite, die auf den Stau zukommen, mussen sofort ihre
Geschwindigkeit auf null verringern.

In dEFfRfa”tét dauert das Abbremsen eine kurze Zeit. Dieser
ekt

ist im Modell hier nicht vorhanden, was einer mathematischen
Idealisierung entspricht.

Die Schockwelle, die die Ausbreitung des Staus beschreibt, ist
jedoch

stabil. Die genaue Struktur, wie die Fahrzeuge die Schockwelle
erreichen, stellt hier nur einen kleinen Teil der Losung dar
und ist daher uninteressant.
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1.Fallbeispiel:

Die folgende Abbildung zeigt die Trajektorien der Fahrzeuge und die Charakte-
ristiken 1m Spezialfall p; = % ro—

Trajektorien Charakteristiken
\ MAAA :

)

0 X

—V
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2.Fallbeispiel: B B By P

O

Diese Situation beschreibt die Auflosung eines Staus.
Auf der linken Seite der Stral3e stauen sich die Autos
bei t = 0, wahrend auf der rechten Seite noch
Freiraum ist.

Nach der obigen Entropiebedingung ist hier ein
Verdinnungsschock nicht sinnvoll.

Die Autos beschleunigen nicht sofort von
Geschwindigkeit null auf den nun moéglichen Wert.

Erst wenn Autos vor einem Fahrer sich langsam in
Bewegung setzen, fahrt dieser selbst los. Die Phase
der Beschleunigung stellt einen wesentlichen Teil der
L('stcllng dar und kann deshalb nicht vernachlassigt
werden.

Die korrekte schwache Losung ist daher eine
Verdinnungswelle.
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2.Fallbeispiel

Die Abbildung zeigt wieder die Trajektorien der Fahrzeuge und die Charakteri-
stiken, nun im Spezialfall p, = %pmx.

Trajektorien Charakteristiken

ltl

' I
X 0 X
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Fazit

O Die beiden Fallbeispiele zeigen, dass die
Geschwindigkeit der Fahrzeuge nicht mit
der Geschwindigkeit des
Informationstransports uber die
Charakteristiken identisch ist.

O Analog gilt dies in der Gasdynamik fur die
Geschwindigkeit der Molektle.

O Die Charakteristiken beschreiben den
Transport einer Dichteverteilung.

O PDas einzelne Teilchen kann dabei durch die
Dichteverteilung laufen und transportiert
selbst keine Information.
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2. Fall:
Quadratische Zustandsgleichung

Uma
(p] V= L‘(p) = bl P(F]ma:ﬁ —p)
pDPf(P‘i‘?!ﬂﬂ.‘ i Papt)

Wima

Pt + (')PP:J: =0

» TPma}: ol — nichtlineare Erhaltungsgleichung

15. Februar 2008 Dynamik eines Verkehrsflusses 27



