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Wir betrachten den VerkehrsfluB auf einer einspurigen Autobahn. Die Variable p be-
zeichne die lokale Fahrzeugdichte (gemessen etwa in Fahrzeugen pro Kilometer) und u
die Geschwindigkeit eines Fahrzeugs. Wir betrachten hier Losungen 0 < p < piu40, Wobei
Pmaz die Dichte ist, bei der die Fahrzeuge Stoflstange an Stofistange fahren. Die Geschwin-
digkeit liege in einem Bereich zwischen 0 und einer maximalen Geschwindigkeit w,,q,. Da
die Autos erhalten bleiben, miissen Dichte und Geschwindigkeit die Erhaltungsgleichung

pe+ (pu)s =0, z€R, t>0. (1)

erfiillen.

Wir nehmen weiter an, dafi die Geschwindigkeit eine Funktion der Autodichte ist, d.h.
u = u(p). Um eine Relation zwischen der Autodichte p und der Geschwindigkeit u
herzuleiten, machen wir folgende Annahmen: bei einer Autodichte p = 0, also einer leeren
Strafle fahren die Autos mit der maximalen Geschwindigkeit w,,,,. Fahren die Autos
StoBstange an StoBstange (also p = ppaz), S0 sei u = 0. Zwischen diesen beiden Extremen
werde die Geschwindigkeit linear interpoliert. Dies fithrt auf die folgende Definition fiir
die Funktion u = u(p):

p
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u(p) = tmae (1= =2=), 0 <9 < pruae. (2)

Dies ist das sog, Lighthill-Whitham-Richards—Modell. Mit dieser Funktion erhélt man die
Differentialgleichung

pot |pumaa(1— L) =0, zeRr t>0, (3)

pmam

mit Anfangswert

p(x,0) = {pl’ r<0 (4)

p?"7 I’>0

Zur mathematischen Beschreibung der Ampel betrachten wir zwei verschiedene Phasen:
die Rotphase und die Griinphase. Wenn die Zeit im Intervall [0, T;o] liegt, sei die Ampel
rot, liegt die Zeit in [Tiot, Tyot + Tgrim] sei die Ampel griin, usw.

Bei roter Ampel 16sen wir obige Differentialgleichung fiir < 0 und fiir z > 0. An 2z =0
brauchen wir also eine Randbedingung: Wir schreiben p,,,. vor. Bei griiner Ampel 16sen
wir die Differentialgleichung fiir alle z € R.



Eine interaktive Online-Berechnung dieses Verkehrsproblems kann man unter der Adresse

http://www.numerik.mathematik.uni-mainz.de/traffic/ finden.

Bei Betrachtung des Ort-Dichte-Diagramms erkennt man, dafl es zwei verschiedene Phéno-
mene gibt. Zum einen gibt es Regionen, in denen die Dichte unstetig ist (dort wechselt

die Farbe abrupt). Diese Unstetigkeiten nennt man Schockwelle. Die Geschwindigkeit,

mit der sich der Schock fortbewegt, heifit Schockwellengeschwindigkeit und kann mittels

der Formel

S = umax(l P

berechnet werden, wobei p; und p, die Werte links und rechts vom Schock bezeichnen.
Das andere Phénomen ist die Verdiinnungswelle, die etwa auftritt, wenn die Ampel von
Rot auf Griin umschaltet.

Beachten Sie, dafl bei relativ groler Anfangsdichte der Fahrzeugstau vor der Ampel sich
immer weiter nach links fortpflanzt. Nur bei hinreichend kleiner Anfangsdichte (mit von
den Ampelphasen abhingigem Wert) kann der Stau vollstindig abgebaut werden.

Aufgabe
Als vertiefende Literatur sei speziell (J) und Kapitel 3 in (W) empfohlen.
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