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5. Ubungsblatt zur Vorlesung
“Theorie und Numerik hyperbolischer Erhaltungsgleichungen”
(Konvergenz skalarer Verfahren und hochgenaue Methoden)

1. Aufgabe (UE)
Zeigen Sie die Identitét ||U]|; = ||a||1, wobei U = {U,} € ¢' eine Gitterfunktion sei mit
WUh=h Y U, € ={U: Ul < oo},

j=—00

und die Erweiterung von U zu einer stiickweisen konstanten Funktion a(z) = Uj; fiir
Tj_1/9 <o < xjy1/9 ist. Uberpriifen Sie ferner, da8 ||U||; < |jul|, gilt, falls man anderer-
seits u(z) auf eine Gitterfunktion U durch Bildung des Zellenmittels

1 Tjtr1/2
Uy :=u; = —/ u(z) dx

Tj—1/2

beschrankt.
2. Aufgabe (4 Punkte)

Zeigen Sie, dafl das Lax-Friedrichs—Schema
Uj = §(Uj—1 + Uj—i—l) - %(f(Uj—i-l) - f(Uj—l))

(' -kontrahierend ist, falls die CFL-Bedingung |kf'(u)/h| < 1 fiir alle u im Bereich
min(U7, V") < u < max(Up, V") erfiillt ist.
j j

3. Aufgabe (UE)

Uberpriifen Sie, da die Methode mit Anstiegsbegrenzung fiir u; + au, = 0, a > 0 ist:

1

urtt =up —v(U} = U}) — 5y(1 —v)(ho — hall_y),

J Jj—1
indem Sie die stiickweise lineare Funktion
u"(z,t,) = U + 0} (v —x5), x € [vj 1/2,Tj11/2)

auf dem Intervall [x;_1 /3 — ak, ;412 — ak] integrieren. (Warum?)
Zeigen Sie weiterhin, daf} fiir beliebiges Vorzeichen von a gilt:

n

1
) — §V(sgny —v)(ho}, — hoj, )

n+1 n n n
Ut = Ur — (UL — U

Ji—1

) fir a>0
=N 541 fir a<0



4. Aufgabe (6 Punkte)

Sei 0,; der Anstiegsvektor fiir das p-te Feld eines linearen Systems:
Tjp = Bjprp € R™
mit 1 1
Bip = 7 minmod(Vji1p = Vip, Vip = Vic1p) = 7 minmod(a;p, @;j—1,)-
Weiterhin sei o
Vjp = ﬂ? mit j, = j — sgn(v,)
Xjp
und ¢ die minmod-Anstiegsbegrenzung ¢()) = max(0, min(1,?)).
Zeigen Sie, dal dann der numerische Flul der Methode mit Anstiegsbegrenzung

. N
F(U;j) = FuL(U;j) + 2 Z Ap(sgn(vp) — vp)hoj,p
p=1
identisch ist mit dem numerischen Flufl der Methode mit Fluf$begrenzung, sofern man
a .
Tip = ¢ (Vp) <%>Tp

setzt (Verallgemeinerung von o; = 9;(U;+1 — Uj)/h).
5. Aufgabe (10 Punkte)

Losen Sie numerisch die folgende skalare Advektionsgleichung

Oou 1 0u
— +-—=0, —-1<z<2, t>0
o 2or s
mit homogenen Neumann-Randbedingungen
ur(—1,t) = u,(2,t) =0, t>0
und stiickweise konstanten Anfangsdaten

025 ,—1<z<—05
0.75 ,-05<z<—-0.1
15 ,-01<z2<06
1.75 ,06<z<2

u(z,0) =

Implementieren Sie hierzu das Godunov-Verfahren sowie das Verfahren mit Minmod-
Anstiegsbegrenzung.

Vergleichen Sie die Resultate mit denen vom Laa-Friedrichs-Schema (5. Ubungsblatt)
und Laz- Wendroff-Schema (6. Ubungsblatt).

Plotten Sie die Losungen im Intervall [—0.2,1.4] jeweils zum Zeitpunkt 7" = 1 fiir die
zwei Situationen At = 1/200, Az = 1/100 und At = 1/800, Az = 1/400.

e Die Aufgaben mit (UE) werden in der Ubung am Fr, 30.06. vorgerechnet.
e Abgabe der Losungen zu den Aufgaben am Fr, 4.07. vor der Vorlesung.



