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Lineare Advektionsgleichung u; + au, =0

e allgemeine Losung: p(x,t) = po(x —at), z€R, teR

po evtl. unstetig (singulér)

e Losung konstant entlang der Charakteristik x — at = konst.

t = #=¢, ¢ = xo Transport der Information entlang der Charakteristiken
z(t)=a
x(0) = xg
Losung p entlang der Charakteristik (x(t), )

Charakteristik erfiillt { x(t) = at + xg

d
—p(x(t),t) = py 2(t) +p: = 0 = p = konst.
dt ~—~
Advektionsgleichung mit variablen Koeffizienten u; + (a(x)u) =0

(t) = a(x(t))

e Liosung p entlang der Charakteristik (x(t),¢) mit {

x(0) = xg
%p(ﬂi(t)i) =ps B(t) +pr = —d'(x(t))p(z(t),1) (1)
:a\(;z:))

nicht konstant, aber aus gewohnlicher Differentialgleichung (1) berechenbar.
Beispiel: a(x) =x

= a(t) =wee’' t =In, Lo(x(t),t) = —p(a(t),t)

Regularitit der Losung unverdndert in ¢, d.h. py € C*(R) = p(.,t) € C*(R),t > 0
p € CHR, x Ry)

Aufgabe
Gegeben sei die lineare Advektionsgleichung

uy + aug, = 0, uli—o = uo, (2)



mit der Konstanten a und der integrierbaren Anfangsverteilung ug. Uberpriifen Sie, daf
die Funktion u(z,t) = uo(x — at) die Integralform von (2):

i) i) to to
/ u(z,ta) de = / u(z,t) dr + a/ u(zy,t) dt — a/ u(xwa, t) dt, (3)
T T t1 t1

fiir beliebige x1, o, t1 und t, erfiillt.

Aufgabe zur Stabilitit und CFL-Bedingung

Programmieren Sie das Laz-Friedrichs-Schema angewandt auf das periodische Anfangs-
randwertproblem

)+ ug(x,t) =0,

(%— ) fir z € [~1, 1], (*)

—1,t) furt €0, 00).

(1 t)

Untersuchen Sie, was passiert, wenn die CFL-Bedingung (wie lautet sie?) verletzt ist.
Plotten Sie hierzu die Anfangsverteilung, die Losung zu den Zeitpunkten T" = 2,4, ...,
wenn At < Az bzw. At = Az gewahlt wird, sowie die Losung zum Zeitpunkt 7' = 4,
wenn man At = 1/50 und Az = 1/55 wéhlt.

Kommentieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe zur Numerik linearer Systeme: Numerische Diffusion und Dispersion

a) Zeigen Sie, dal das Lax-Wendroff-Schema zum Lésen von uy + Auyx = 0:

n+1 __ 1tm k n n k2
Uptt = U = - AU = Up) + 75

o AXUT, =207 + U) (4)

eine Approximation dritter Ordnung zu der modifizierten Gleichung

/{ZQ

h?
Au, = —A
Uy + AUy, = 6 <h2

A? — 1) Upwz (5)

ist.
b) Programmieren Sie das Schema (4) fiir das Problem

ur(z,t) + ug(x,t) =0,
=u(—1,t) fiirt e [0,00)

u(1,t)

und untersuchen Sie, was in den folgenden zwei Situationen passiert:

2 2

1 1
(i) u(az,O):%(%—l),xe [—1,1] mitk:%undh:%



1 ,—-1<x<0 1 1
ii 0) = T ithk=—und h=—.
(i) u(zx,0) {O O<z<1 mi 500 U0 700

Plotten Sie das Resultat am Zeitpunkt 7'=2 und kommentieren Sie es in Hinblick
auf (5).
c) Berechnen Sie die modifizierte Gleichung der expliziten Euler-Methode
k
n+l _ 7 n n
Erkldaren Sie, weshalb diese Methode fiir alle k/h instabil sein wird.

Konservative Verfahren: Aufgabe

Zeigen Sie, dafl das Lax- Wendroff-Verfahren zur Losung von u;+au, = 0 hergeleitet wer-
den kann, indem man u(z; — ak,t,) mittels quadratischer Interpolation an den Punkten
Uiy, U?, U}y, approximiert. Benutzen Sie diese Interpretation, um zu erkléren, warum
Ostzillationen an einer Unstetigkeitsstelle beim Lax-Wendroff-Verfahren, aber nicht beim

Upwind oder Lax-Friedrichs auftreten.

Aufgabe zu Hochgenaue Methoden: Flu3begrenzung, Anstiegsbegrenzung

Losen Sie numerisch die folgende skalare Advektionsgleichung

ou 1 0u
— +-— =0, —-1l<z<2 t>0
ot "2ox s
mit homogenen Neumann-Randbedingungen
uz(—1,t) = uz(2,6) =0, t>0

und stiickweise konstanten Anfangsdaten

025 ,—1<z<-05
0.75 ,—-05<z<—-0.1
15 ,—-01<z<06
1.75 ,06<2<2

u(z,0) =

Implementieren Sie hierzu das Godunov-Verfahren sowie das Verfahren mit Minmod-
Anstiegsbegrenzung.

Vergleichen Sie die Resultate mit denen vom Laa-Friedrichs-Schema (5. Ubungsblatt)
und Lax- Wendroff-Schema (6. Ubungsblatt).

Plotten Sie die Losungen im Intervall [—0.2,1.4] jeweils zum Zeitpunkt 7" = 1 fiir die
zwei Situationen At = 1/200, Az = 1/100 und At = 1/800, Az = 1/400.
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