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Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der numerischen Approximation von hyperbolischen
Differentialgleichungen, die auf einem unbeschriinkten Gebiet des Ortsraumes (meist R”Y)
gestellt sind. Bei der numerischen Diskretisierung dieses Ganzraumproblems stofit man
auf das Problem, daf nur ein begrenzter Speicherplatz zur Verfiigung steht und man somit
nur auf einem beschriankten Teilgebiet rechnen kann.

In einigen Fillen kann man sich durch eine Koordinatentransformation mit Hilfe von
konformen Abbildungen helfen, indem man das urspriingliche Ganzraumproblem in ein
Problem auf einem beschrinkten Gebiet iiberfiihrt, wobei allerdings die Differentialglei-
chungen meist sehr kompliziert werden [35]. Zudem versagt diese Technik der konformen
Abbildungen, wenn die Losung im Unendlichen oszillierend wird und ist fiir viele physi-
kalische Probleme ungeeignet [16].

Eine anderer moglicher Weg ist der, dafl man das Gebiet durch kiinstlich eingefiihrte
Rinder beschriinkt, ohne Anderungen in den Differentialgleichungen zu machen. Auf die-
sen kiinstlichen Réndern schreibt man sog. absorbierende Randbedingungen vor, die derart
bestimmt werden miissen, dafi sie die Losung auf dem beschrinkten Gebiet so beeinflussen,
dal die Ganzraumlésung moglichst gut approximiert wird. Dabei wird die Approxima-
tionsgiite umso hoher sein, je weniger die aus dem Innern des beschréinkten Gebietes
herauslaufenden Komponenten (Ausstrémkomponenten) am kiinstlichen Rand reflektiert
werden. Denn, anschaulich gesprochen, sollen die ausstromenden Wellen méoglichst we-
nig vom kiinstlichen Rand ,spiiren®“. Insbesondere sollen die Amplituden der von den
kiinstlichen Réndern reflektierten Wellen moglichst klein sein [10].

Eine notwendige Bedingung, um mit dieser Vorgehensweise die Ganzraumlésung nume-
risch annéhern zu koénnen, ist sicherlich, dafl die partielle Differentialgleichung auflerhalb
des beschriinkten Gebietes die Losung innerhalb dieses Teilgebietes nur vernachliassigbar
gering beeinflufit [17]. Auch miissen die kiinstlichen Rénder sinnvoller Weise so gewé#hlt
werden, dafl der Trager der Anfangsverteilung vollstdndig im beschrénkten Gebiet liegt.

Es lassen sich in der Literatur zahlreiche Beispiele fiir die Anwendung von absorbie-
renden Randbedingungen finden, z. B. in der Elektrodynamik [4], in der Fluiddynamik
[3],[32] und in der Geologie [5], [6], [21], [30].

In der Meteorologie werden sie bei ortlichen Wettervorhersagen verwandt [9], weil das
zugrundeliegende Gebiet, man denke etwa an die Erdoberfliche, gemessen an den Rechen-
kapazititen zu grof} ist, um das Problem in der vorgegebenen Zeit zu l6sen. Hierbei senkt
man den Aufwand nicht durch eine Vergroberung des Gitters, weil damit die Genauigkeit
der Vorhersage sinken wiirde, sondern verkleinert das Gebiet durch kiinstliche Rénder.

iii



EINLEITUNG iv

Die Vorgehensweise zur Losung eines solchen Problems mit absorbierenden Randbedin-
gungen besteht aus zwei wesentlichen Schritten:

(1) Herleitung und Untersuchung der absorbierenden Randbedingungen
(2) Diskretisierung und numerische Losung des Problems

Demzufolge gliedert sich die vorliegende Arbeit in zwei Teile, einem analytischen und
einem numerischen.

Im analytischen Abschnitt wird zunichst mit Hilfe der Pseudodifferentialoperator—
Theorie [36] eine Hierarchie von absorbierenden Randbedingungen fiir lineare hyperboli-
sche Systeme erster Ordnung konstruiert. Unsere Vorgehensweise wird sich dabei an dem
grundlegenden Artikel von Engquist und Majda [10] orientieren. Anschlieflend werden
wir im eindimensionalen Fall untersuchen, inwiefern die so erhaltenen Anfangsrandwert-
probleme sachgemdf gestellt sind, d. h. ob eine eindeutige Losung des Problems existiert
und diese stetig von den Ausgangsdaten abhingt. Fiir hyperbolische Systeme in zwei
Ortsdimensionen wurde bereits gezeigt, dafl absorbierende Randbedingungen teilweise
auf nicht-sachgeméf gestellte Probleme fiihren [10].

Im numerischen Teil der Arbeit werden die absorbierenden Randbedingungen geeignet
diskretisiert und gezeigt, dafl das resultierende Laxz- Wendroff-Differenzenschema fiir das
Anfangsrandwertproblem in 1D stabil ist. Die Stabilitéit eines numerischen Verfahrens
ist das diskrete Analogon zur sachgemifien Gestelltheit eines Problems im Kontinuierli-
chen, was im wesentlichen die Unempfindlichkeit beziiglich Rundungs- und Eingabefehler
bedeutet. Bei der Untersuchung des numerischen Verhaltens der hergeleiteten Randbe-
dingungen stehen die diskreten Absorptionseigenschaften, d. h. die Absorptionsqualitéit
der Diskretisierung der kontinuierlichen absorbierenden Randbedingungen, im Vorder-
grund. Dabei werden die absorbierenden Randbedingungen mit homogenen Dirichlet—
Randbedingungen verglichen. Die auftretenden numerischen Reflektionen werden durch
ein Vergleich mit einer Losung auf einem wesentlich grofleren Gitter ermittelt. In den
letzten zwei Kapiteln werden nichtlineare hyperbolische Systeme in 1 und 2 Dimensionen
numerisch untersucht. Die Programme wurden in MATLAB geschrieben und die Testldufe
auf einer IBM RS/6000, 590 ausgefiihrt.

An dieser Stelle mochte ich mich fiir das Zustandekommen der Diplomarbeit bei Herrn
Dr. Anton Arnold fiir die sehr gute Betreuung bedanken.



KAPITEL 1

Absorbierende Randbedingungen fiir lineare hyperbolische
Systeme

1.1. Anfangsrandwertprobleme fiir lineare hyperbolische Systeme

Wir wollen hier die wichtigsten Begriffe fiir lineare hyperbolische Systeme erster Ord-
nung einfithren. Differentialgleichungen héherer Ordnung kénnen mit Hilfe von Stan-
dardmethoden auf Systeme erster Ordnung reduziert werden [20], [40]. Beispiele fiir
hyperbolische Gleichungen erster Ordnung sind die Maxwell Gleichungen, die (lineari-
sierten) Shallow-Water Gleichungen und die klassischen hydrodynamischen Gleichungen
in der Halbleitersimulation (ohne Wirmeleitungsterm). Um eine eindeutige Losung des
Problems zu bestimmen, mufl man eine Anfangswertverteilung vorschreiben, und im all-
gemeinen wird es auch notwendig sein, Randbedingungen an die Lésung zu stellen. Das
Resultat ist ein Anfangsrandwertproblem (kurz: ARWP). Manchmal kénnen die korrekten
Randbedingungen leicht aus physikalischen Uberlegungen heraus abgeleitet werden. Wird
zum Beispiel eine Strémung durch eine feste Wand begrenzt, so muf sie dort tangential
verlaufen, und man setzt somit am Rand die orthogonale Komponente der Stromungsge-
schwindigkeit gleich Null. (Ist die Strémung reibungsbehaftet, so muf§ auch die Tangen-
tialkomponente verschwinden.) Bei kiinstlichen Riéndern, wie wir sie betrachten werden,
ist die Wahl der Randbedingungen nicht so offensichtlich.

Im allgemeinen kénnen Randbedingungen fiir eine hyperbolische Gleichung nicht will-
kiirlich gewéhlt werden. Dies kann am einfachsten anhand von Systemen erster Ordnung
in einer Ortsdimension, die wir im folgenden Abschnitt 1.1.1 betrachten, verdeutlicht
werden. Dort werden wir zeigen, dal man einzelne Komponenten der Losung als fort-
schreitende Wellen ansehen kann. Es wird sich herausstellen, dafl jede akzeptable Rand-
bedingung einerseits das Verhalten von einstromenden Komponenten vorschreiben muf}
und andererseits keine Bedingung an die ausstromenden Komponenten stellen darf. Die
einstromenden (ausstromenden) Komponenten entsprechen dabei den in das Gebiet ein-
laufenden (auslaufenden) Charakteristiken.

In zwei Raumdimensionen ist die Situation komplizierter; man kann nicht mehr so
leicht einstromende und ausstrémende Komponenten einer Losung identifizieren. Speziell
kénnen Wellen auftreten, die sich tangential zum Rand bewegen und es stellt sich die
Frage, ob und wie man Randbedingungen an diese Komponenten stellen kann.
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1.1.1. Systeme in einer Ortsdimension. Wir betrachten Systeme der Form

(1.1a) U+ Az, t) U, + C(z, t)U = F(z,1)
auf dem Streifen 0 < x < L, ¢ > 0 mit der Anfangsbedingung
(1.1b) U(z,0) = f(x), 0<z<L

und mit Randbedingungen an x =0, v = L.
Die Koeffizienten A(z,t),C(z,t) € RY*N der Quellterm F(z,t) € RY und die An-
fangsverteilung f(z) € RY seien C*°-glatt. Wir machen die folgende Annahme.

ANNAHME 1.1 (HYPERBOLISCHES SYSTEM [38]). Das System (1.1a) ist hyperbolisch,
d. h. A(z,t) hat fiir z € [0,L], t > 0 reelle Eigenwerte \;(z,¢) und einen vollstindi-
gen Satz von reellen Eigenvektoren. Dies ermdglicht die Vereinfachung des Systems, da
dann A = A(z,t) diagonalisierbar ist, d. h. es gibt eine reguldre Matrix 7" = T'(z,t), so
daB

(1.2) T7'AT = A = diag(\, ..., \y), A= Aj(z, t), j=1,2,...,N

ist. Ferner fordern wir bei Systemen mit variablen Koeffizienten, dafl die Matrixnormen
von T'(z,t), T *(z,t) fiir x € [0, L], ¢ > 0 beschriinkt sind.

Die Matrix T enthélt die zugehorigen Rechtseigenvektoren als Spalten und die Matrix
T—! die Linkseigenvektoren als Zeilen. Man erhiilt somit

(T7'U), = T7'U, + T, 'U

1.1
da) iy, —ricv + 7 F + T'U

= -TAT(T'U), + T'ATT;'U - T 'CU+T 'F+T,'U
=—ANT'U),— (T7'C-T ' =T '"ATT; YU + T 'F.
Mit Einfiihrung der neuen Variablen (sog. charakteristischen Variablen)
V(z,t) =T z,t)U(z, 1)
transformiert sich das System (1.1a) in die charakteristische Form
(1.3) Vi + Az, )V, + C(z, 1)V = F(x,1),
wobei C = (T-1C —T; ' =T 'ATT; )T =T~ 'CT — T, 'T+T 'AT, und F = T~'F ist.

BEMERKUNG 1.1. Ohne Einschréinkung kann im folgenden angenommen werden, daf
das System (1.1a) bereits in charakteristischen Variablen formuliert ist, d. h. die System-
matrix A besitzt bereits Diagonalgestalt: A = A. Ansonsten geht man zu den transfor-
mierten Variablen V (z,t) := T—(z, t)U(z,t) iiber.

ANNAHME 1.2 (KONSTANTE PARTITION AM RAND [23, Seite 254]).
(14) )\](O,t) und )\j(L,t), ] = 1,2,...,N

wechseln als Funktionen der Zeit nicht ihr Vorzeichen, d. h. jede Funktion (1.4) ist ent-
weder > 0 fiir alle ¢, = 0 fiir alle ¢ oder < 0 fiir alle Zeiten t.
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Der Fall von N skalaren Gleichungen. Um das System (1.1a) zu diskutieren,
benutzen wir die Methode der Charakteristiken und beginnen mit dem entkoppelten Fall
C = 0. Dann reduziert sich das System zu N unabhéngigen skalaren hyperbolischen
Gleichungen. Weiterhin nehmen wir F' = 0 an. Es ergibt sich

oU,; oU,;
(1.5) 8—;+Aja—;:0, j=1,2,...,N.
Diese Gleichungen entsprechen jeweils gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die U;
entlang der charakteristischen Kurve (x(t),t), die durch dz/dt = \;(z,t) definiert ist,
denn (1.5) ist gleichbedeutend mit
d dz
& Ua0),0) =0 fir S = (a1,
Die Komponenten U; sind somit konstant entlang der zugehoérigen Charakteristiken und
konnen als Wellen, die sich mit den charakteristischen Geschwindigkeiten dz/dt = ),
fortbewegen, betrachtet werden.

i) Der Fall A\; = konst. Wir nehmen zunéchst an, daf§
Aj(z,t) = A\j = konst., j=1,2,...,N
gilt. In diesem Fall sind die Charakteristiken Geraden und damit gilt
Uj(.’L‘,t) :fj(x—/\jt), OS.’E—/\JtSL
Wir werden nun folgende Notation verwenden:
NoTaTION. U*, U° U~ bestehen aus denjenigen Variablen U; = U;(x,t) mit Index
J, fiir die A; > 0, A\; =0, A; <0 gilt. Dieses Indizierungskonzept der Komponenten
werden wir auch bei anderen Gréflen, wie z. B. f, verwenden und auf die Indizierung von

Untermatrizen iiber Zeilen- und Spaltenindizes ausdehnen.
Offensichtlich wird U? allein durch die Anfangsdaten bestimmt:

Ul(z,t) = fO(), 0<z<L,t>0.

Randbedingungen fiir die charakteristischen Variablen U® mit Geschwindigkeiten \; = 0
sind also weder notwendig noch erlaubt [37].

Ist A; > 0, so verlaufen die Charakteristiken von links nach rechts wie es in Abbil-
dung 1.1 zu sehen ist und neben den Anfangsdaten braucht man auch Randdaten an
x = 0, dem sog. Finstromrand. Es ist nicht erlaubt, an x = L, dem sog. Ausstromrand
Randbedingungen zu stellen, denn diese kénnten zur Anfangsbedingung im Widerspruch
stehen und damit die Existenz einer Losung verhindern. Fiir A\; < 0 sind die Rollen und
Bezeichnungen der beiden Rénder vertauscht. Daher formulieren wir

U*(0,1) = g0(2), U™ (L,t) = g.(1), >0,

d. h. wir stellen eine Bedingung an die einfallenden charakteristischen Variablen an jedem
Rand. Diese Randbedingungen kann man verallgemeinern zu

U+(Oa t) = SO(t)U_ (0’ t) + go(t)
U (L, t) = S, ()U*(L,t) + g.(t), >0,

wobei Sg(t), Si,(t) Matrizen geeigneter Dimension sind. Man sagt, daf§ die einstrémenden
charakteristischen Variablen durch Terme der ausstromenden ausgedriickt werden.

(1.6)
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tﬂ
)\j>0 )\j<0

1. ™

x=0 U=f r=L X x=0 U=f xr=L X

ABBILDUNG 1.1. Charakteristiken fiir Gleichung (1.5)

Entlang derjenigen Charakteristiken, die in den Eckpunkten (z,¢)=(0,0), (z,t)=(L,0)
beginnen, wird die Lésung eine Sprungunstetigkeit haben, falls die Anfangsvorgabe f mit
den Randdaten g,, g, nicht kompatibel, d. h. f(0) # g,(0), f(L) # g.(0), ist. Allgemeiner
gilt, wenn f(z) eine Singularitéit (eine Unstetigkeit in f oder einer Ableitung von f)
in einem Punkt z, hat, so wird die resultierende Losung U(z,t) eine Singularitét der
gleichen Ordnung entlang der charakteristischen Kurve durch xy besitzen, und entlang
der Charakteristiken durch glatte Abschnitte der Anfangsverteilung wird die Losung glatt
bleiben. Dies ist eine fundamentale Eigenschaft von linearen hyperbolischen Gleichungen:
Singularitdten bewegen sich nur entlang der Charakteristiken. Wir nehmen daher an,
dafl die Anfangsdaten mit den Randdaten kompatibel sind, worunter wir fortan nicht nur
deren Ubereinstimmung in den Funktionswerten, sondern auch in den Werten beliebig
hoher Ableitungen verstehen wollen:

ANNAHME 1.3 (KOMPATIBILITAT DER DATEN). Die Randdaten g,, g, seien C*®-glatt
und mit der Anfangsverteilung f im Funktionswert, d. h. f(0) = g,(0), f(L) = ¢.(0), und
auch in beliebig hohen Ableitungen kompatibel.

Die Annahme ist z. B. erfiillt, wenn die Daten f, g, und g, in der Ndhe der Eckpunkte
(x,t)=1(0,0), (z,t)=(L,0) identisch verschwinden.

ii) Der Fall \; = \;(, t). In diesem Fall sind die Charakteristiken i. a. keine Geraden.
Wir nehmen an, daf alle Eigenwerte am Rand ungleich Null sind, d. h. der Rand ist nicht
charakteristisch. Wechselt ein Eigenwert A;(z,t) auf 0 < 2 < L sein Vorzeichen, so kann
die Komponente U; z. B. an x = 0 zu einer positiven und an z = L zu einer negativen
charakteristischen Geschwindigkeit gehéren. Auch in diesem Fall werden wir die Notation
von Seite 3 verwenden, um die Komponenten U; an den Randpunkten zu referenzieren.

BEMERKUNG 1.2 (GEKOPPELTER FALL). Fiir C' # 0 ist im allgemeinen das resultie-
rende System von Gleichungen in (1.1a) gekoppelt, aber nur in den nichtdifferenzierten
Termen. Dieser Term niedriger Ordnung, CU, bewirkt zwar Wachstum, Abnahme, Os-
zillationen oder Démpfung in der Losung, allerdings beeintréichtigt er nicht die Partition
in einstromende und ausstromende Komponenten, die nur vom Term fithrender Ordnung
abhéingt [19], [38], d. h. die Randbedingungen miissen die gleichen Kriterien wie zuvor
erfiillen.
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Fiir ein hyperbolisches Problem mit den Randbedingungen (1.6) gilt folgender Satz.

SATZz 1.1 (EXISTENZ EINER C*°-LOSUNG UND IHRE ABSCHATZUNG [23, Satz 7.6.4]).
Der Rand sei nicht charakteristisch und die Daten F, f, g,, g, seien kompatibel ant = 0.
Dann hat das hyperbolische Anfangsrandwertproblem (1.1),(1.6) eine eindeutige Lisung.
Die Lisung U st eine C'°°-Funktion und fiir jedes endliche Zeitintervall 0 < t < T exi-
stiert eine Konstante ¢y, so dafS gilt

A7) WO+ [ (U0 + U, D) dr

t
<er I3+ [ (19O + 1O +1F (. 013) ar]
fiir 0 <t <T. Die Konstante c, ist unabhdngig von den Daten F, f, go, g..

BEMERKUNG 1.3 (WENIGER GLATTE DATEN). Die C*-Glattheit der Daten wird nur
der Einfachheit halber gefordert; alles geht mit sehr geringer Regularitit der Daten (vgl.
Fufinote auf Seite 9 und Bemerkung 1.10).

Damit ist dieses Problem sachgemdfl gestellt. Die absorbierenden Randbedingungen,
die wir in Abschnitt 1.2 formulieren werden, haben allerdings nicht die Form (1.6). Fiir
die sachgemifle Gestelltheit des Problems (1.1) mit ARBen in 1D wird somit ein eigener
Beweis nétig, den wir in Abschnitt 1.3 unter Verwendung von Satz 1.1 fiihren werden.

1.1.2. Systeme in zwei Ortsdimensionen. Wir betrachten Systeme der Form

(1.8a) Ui+ A(z,y,t) Uy + B(z,y,t) Uy + C(z, y, 1)U = F(z,y,1)
auf 0 <z < L, —0o <y <00, t > 0 mit der Anfangsbedingung
(1.8b) Uz, y,0) = f(z,y), 0<z<L, —00o<y<oo

und mit Randbedingungen an z =0, x = L.
Die auftretenden Koeffizienten und die Anfangsverteilung seien wie in einer Ortsdimension
C*°-glatt.
In 2D ist es im allgemeinen nicht moglich, Losungen mit Hilfe von Charakteristiken zu
untersuchen.
Wir wollen hier nur zwei wichtige Begriffe einfiihren:

DEFINITION 1.1 (STRENG HYPERBOLISCHE SYSTEME [19] ). Das System (1.8a) heifit
streng hyperbolisch, wenn die Matrizen k1A + koB fiir alle (k1, ks) # (0,0) voneinander
verschiedene reelle Eigenwerte besitzen.

DEFINITION 1.2 (SYMMETRISIERBARE HYPERBOLISCHE SYSTEME [19]). Das System
(1.8a) heifit symmetrisierbar hyperbolisch, wenn die Matrizen A, B fiir alle Argumente
(z,y,t) € [0, L] X R x R} symmetrisch sind.

BEMERKUNG 1.4. Die obige Definition 1.2 148t sich auf Systeme verallgemeinern, bei
denen die Zeitableitung einen Koeffizienten ungleich der Identitét besitzt. Zusdtzlich mufl
dieser Koeffizient dann positiv definit sein.
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1.2. Herleitung der absorbierenden Randbedingungen

In diesem Abschnitt wollen wir die Herleitung der absorbierenden Randbedingungen
(kurz: ARB) an x = 0 skizzieren und orientieren uns dabei an der bereits klassischen
Arbeit von Engquist und Majda [10, Abschnitt 2].

Wir betrachten streng hyperbolische Systeme erster Ordnung mit variablen Koeffizienten
(1.9) Ui+ Az, y,t)Uy + Bz, y)Uy, + C(z,y,t)U =0

auf der Halbebene z > 0, —oo < y < oo, t > 0, wobei A, B symmetrische N x N—
Matrizen sind. Wir nehmen an, da8 A fiir alle (z,y,t) € Rf x R x R} reguldr ist und
konnen wie in der Bemerkung 1.1 ohne Einschrénkung A in der Form
A= diag()\l, ceey )\m, /\m—|—11 ey )\N)
mit A\; > 0fir 1 <j <mund \; <0 fiir m+1 < 5 < N schreiben. Gem&f unserer
Konvention von Seite 3 schreiben wir daher auch
A* =diag(M1, ..., Am), AT =diag(Amt1,- .-, An)-

BEMERKUNG 1.5. Aufgrund der strengen Hyperbolizitit ist A\; # A fiir j # k.
Wir formulieren das System (1.9) um zu

U, =—-A"'U,— A"'BU, + CU
mit C = —A~'C und definieren M = M (£, w) folgendermaBen
M(¢,w) == —iA™'¢ —iA ' Bw.

Dann ist

0; 0 ~
(1.10) Uy=M (—.t, —.y> U+CU.
i1
Im wesentlichen Schritt entkoppelt man die positiven A von den negativen, denn nach
einer Konstruktion von Taylor in [40, Kapitel 9] und [39] gibt es eine glatte Matrix V =
V(& w,z,y,t), die fiir alle (§,w) mit |w/&|+ |w| < ¢, fiir ein ¢, > 0 invertierbar ist, so daf
die Gleichung (1.10) mit Hilfe der Transformation

WzV(%,%,x,y,t)U auf
Qn 0
1.11 W, = w
(1.11) (921 %)

transformiert werden kann. Dabei ist Q1 = Q41 (0:/4, 0, /%, x, y,t) ein m x m—Pseudodiffe-
rentialoperator der Ordnung 1, d. h. Qy; € PS(1). Q21 und Qg sind (N — m) x m bzw.
(N —m) x (N — m)-Pseudodifferentialoperatoren der Ordnung 1.

Besitzt die Differentialgleichung erst einmal die entkoppelte Form (1.11), so kann man
die ARB leicht formulieren, denn €2;; enthélt gerade die positiven Eigenwerte, die zu
den Einstromkomponenten an z = 0 gehdren (man vergleiche dazu die Ausfithrungen in
Abschnitt 1.1.1). Daher muf3 die ARB diese Komponenten an z = 0 eliminieren, also

(1.12) we|
d. h. der reflektierte Anteil W+ an x = 0 wird gleich Null gesetzt.

=(VU)*| _ =0 mit W"=(W,..., W)

z=0
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Nach Taylors Konstruktion 148t sich V' (&, w, z, y, t) wie folgt asymptotisch entwickeln

V(E,W,.T,y, t) = Vb(ﬁ,w,x, yat) + g_lvfl(fawax/y: t)
+ §_2V—2(§7waxayat) + ... )

wobei jedes V; homogen vom Grade Null in (§,w) ist.

Aufgrund der strengen Hyperbolizitit ist M (1,0) eine Diagonalmatrix mit paarweise
verschiedenen Eigenwerten, und somit gibt es eine Konstante ¢,, so da M(£,w) in ei-
ner konischen Umgebung um (1,0), also fiir |w/&| + |w| < ¢, voneinander verschiedene
Eigenwerte besitzt.

Man wéahlt nun V; derart, daf}

9 0
1.14 VoMV = (U1 i
( ) 0o (1921 18292

(1.13)

BEMERKUNG 1.6. Vj ist damit nicht eindeutig bestimmt. In 1D (B = 0) oder falls B
Diagonalgestalt besitzt, ist M (€, w) Diagonalmatrix und man kann V4(&, w) = I wihlen.

Durch Abbrechen der asymptotischen Entwicklung (1.13) nach jeweils endlich vielen
Termen erhélt man eine Hierarchie von ARBen. Wir benutzen die Approximation V =
Vo+E Vo +0(E7%) = (14 K1)Vo+O(67%) mit Ky Vo = &'V, (1+Ky) € PS(-1), Vp €
PS(0), um fiir W := (1 + K,)V,U eine Gleichung der Form (1.11) bis auf Fehler der
Ordnung O(£7!') auf Symbolebene zu schreiben. AnschlieBend kann man wie bei (1.12)
vorgehen. Mit V=1 2 V; (1 — K;) + O(£72) erhalten wir

1.10 . .
w, = vu +vo, 020 v V(MU +CU) = V,V'W + V(M + C)V'W.

Mit der Kompositionsformel fiir Pseudodifferentialoperatoren [36, Satz 3.4] ergibt sich
Vo.Vo '+ (L+ K)Vo(M +C)Vy ' (1 - K)
= Vo, Vo '+ VoMVg ™ + Ka VoMVt = VoMV G + VOVt + O(67Y).
Man mufl nun K derart bestimmen, dafl
D(z,y,t) = Ky VoMV = VoMV Ky + Ve [V Vo, = A Cl, g, )] V!

eine untere Block-Dreiecksmatrix wird. Dabei wurde (1.14) verwendet. Fiir B = konst.
ist D(z,y,t) = —A~'C(z,y,t), und in diesem Fall kann eine untere Block-Dreiecksmatrix
erreicht werden, wenn K die Form

Ki(z,y,1) = (8 K(xéy, t))

hat und die Gleichung
—K(z,y,t) (A7) + (AT K(2,y,t) — ()T CH (2,y,8) = 0
erfiillt. Denn es ist 1237 = —(A*) ™! und Q9 = —(A~)"!. Somit ergibt sich

. Ae
(1.15) K(z,y,t) = (kjg)mlﬁjsg/gjv mit kjg(a?, y,t) = ﬁ cjg(x, Y, t).
BEMERKUNG 1.7. Es existiert ein eindeutiges K, falls (A*)~! und (A~)~! disjunkte
Spektren haben [39, Abschnitt 1]. Dies ist hier offensichtlich erfiillt.
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Aus einer Stérungsrechnung in [10, Abschnitt 2C] folgt:
(1.16) Vo(1,0) =T und damit ist ¢'V_1(1,0,2,y,t) = Ki(z,v,1),

zz>_

L1 GlGw) =V, =1+ (a%v) <1,o>+0( .

3 3

Ferner erhilt man fiir den Ansatz

9 _ (0 X(z,y)
a_w%(laoaxvy) - (0 O

die Bedingung
—X(z,y) (A7) "+ (AY) T X (z,y) — (AY) T B (2,y) =0,
so daf} sich folgendes ergibt:

(1.18) X(z,y) = (Xje) 1<izm — mit  xje(z,y) = bje(z,y)-

mA1IISN Ae—Aj

Aus der asymptotischen Entwicklung (1.13) und der Taylorentwicklung (1.17) um den
senkrechten FEinfallswinkel § herum (es ist w/& = sinf) ergeben sich nach einer Multipli-
kation mit & wie in [10] die ARBen:

ARB 0. Ordnung: Fehler O(|lw/&|+ 1/[€|)

(1.19) U+(0,y,t) =0

ARB 3. Ordnung®: Fehler O(Jw/&| +1/|€]?)

(1.20) U (0,y,t) + K(0,y,t)U(0,y,t) =0

ARB 1. Ordnung: Fehler O(|w/&|? 4+ 1/|£[%)

(1.21) U (0,y,t) + X(0,9)U, (0,y,t) + K(0,y,t)U (0,y,t) = 0

BEMERKUNG 1.8. Ist B eine Diagonalmatrix, so ist (1.20) mit (1.21) identisch.

Inhomogene Randbedingungen. Bisher hatten wir angenommen, dafl die Anfangs-
verteilung auBerhalb des Rechengebietes verschwindet. Ist dies nicht der Fall, so mufl man
inhomogene Randbedingungen verwenden. Die inhomogene ARB 1. Ordnung hat in 1D
die Form

(1.22) U(0,4) + K(0,)U(0.4) = gi(t), ¢ >0,
(123) baw. U(0,0)=U"(0,0) - [ K0, )U-(0,7) dr + g(t) — g(0), ¢ > 0.

Im folgenden setzen wir Ky(7) := K (0, 7).
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1.3. Sachgemifle Gestelltheit in einer Ortsdimension

Wir betrachten das Problem (1.1) mit variablen Koeffizienten und inhomogenen absor-
bierenden Randbedingungen 1. Ordnung auf dem Streifen 0 < x < L:

(1.24a) U+ Az, t)U, + C(z,t)U = F(z,t), 0<z<L, t>0
A:diag()\l,...,)\N) mit )‘12)‘22"'2)‘m>0>)‘m+12"'2)‘N
(1.24D) U(z,0) = f(z), 0<z<L

U(0,1) = U*(0,0) — [ Ko(r)U~(0,7) dr + 0o(t) = gu(0), ¢ >0
(1.24c) °,
U-(L,t) = U~ (L,0) —/0 K (r)U*(L,7) d7 + g.(t) — g.(0), >0

Die Koeffizienten A(z,t), C(x,t) € RY*N und F(z,t), f(x), (¢(t), 9:(t))" € R" seien
C*>-glatt, und es gelten die in diesem Kapitel gemachten Annahmen. Speziell gilt mit der
Kompatibilititsannahme 1.3 in den obigen ARBen U*(0,0) = ¢,(0) und U~ (L, 0) = ¢,(0).

Grob gesagt ist das Anfangsrandwertproblem (1.24) sachgemdf gestellt, wenn es fiir
alle glatten kompatiblen Daten F| f, g,, g, eine eindeutige glatte Losung U besitzt, die
in jedem endlichen Zeitintervall 0 < ¢ < T" durch Terme der Daten abgeschéitzt werden
kann. Um zu einer Definition zu gelangen, mufl man die Normen festlegen, die in der
Abschétzung auftreten sollen '. Neben der L?-Norm ||. ||, auf [0, L] verwenden wir die
folgende Notation fiir Normen am Rand, d. h. fiir x=0, z=0L:

euklidische Norm: |. |,
Einstromanteil:  |[U(¢)]> := [U*(0,8)|* + |U~ (L, t)|?
Ausstréomanteil: |U(t)|i = |UH(L, 1) + |U(0,1)]

gewichtete Norm: ||.|| :t
Einstromanteil: [[U@)|” :== Y \(0,0)[U;(0,8)7 = Y M(L, 1) |[U;(L, 1)
2 (0,£)>0 X (L,t)<0
Ausstromanteil:  ||U(¢) ||Jr ST NI UL, 1P~ S A(0,8) |U;(0, )]
A (L,t)>0 Aj(0,t)<0

Bei Matrizen bedeutet | .| eine mit der euklidischen Vektornorm vertrdgliche Matrixnorm.

DEFINITION 1.3 (STARKE SACHGEMASSE GESTELLTHEIT [23, Def. 1, Seite 224]). Das
Anfangsrandwertproblem (1.24) heifit stark sachgemdfl gestellt, wenn es fiir alle glatten
kompatiblen Daten F. f, g,, g, eine eindeutige glatte Losung U besitzt und fiir jedes
endliche Zeitintervall 0 < ¢ < T eine Konstante ¢, existiert, so daf} gilt

(1.25) [[U(, ||2+/ @I+ Un)I1%) dr

1712+ [ (oo + lgu () 2+ 1B PIE) dr]

fiir 0 <t <T. Die Konstante ¢; mufl unabhingig von F, f, g,, g, sein.

<ecr

'Es ist nicht nétig, die Glattheitsvoraussetzungen an F, f, g, und g, zu prizisieren. Man kann hier
Hglatt“ stets durch ,C°°“ ersetzen. Hat man erstmal fiir diesen Fall eine Abschitzung hergeleitet, so
kann man weniger glatte Daten durch eine Approximation behandeln, solange die Normen fiir diese
Daten erklért sind [23, Seite 223]. Dies gilt auch fiir Satz 1.1
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1.3.1. Die Abschitzung der Losung. Fiir das System mit konstanten Koeffizienten
erhalten wir als Differenz von Ausstrom- und Einstrémanteil:

@I = Iv@lZ = ZA 1U; (L, 1)] Z/\ 1U;(0,1)]

:cL

= (AU (z,t),U(z,t))

=0

=2 AU (2,0), U (s, 1)) da.

Wir multiplizieren (1.24a) mit 2U und integrieren beziiglich x :
L
(1.26) 3 JUC, Ol + UGN ~ U2 + 2/0 (CU(,1),U(z,1)) dx

—2/ U(z,t)) dz.

Eine Integration beziiglich der Zeit liefert die folgende Einstrim-Ausstrémbilanz:

[0COIE =151+ [ (@I = WwEI2) dr =2 [ [“CUte,m), Ule,7) dodr

+2/0t/0L (F(x,7),U(x,7)) drdr.

BEMERKUNG 1.9. Falls C' schiefsymmetrisch ist, gilt (CU(z,7),U(z, 7)) = 0.
Unser Ziel ist es, die Einstromdaten durch die Ausstromdaten abzuschétzen. Es gilt

(1.27) U@ < p (U0, + U~ (L, 1)F), pyi=p(A) = max_|X].

p=1,...,.N

Aus der Randbedingung (1.24c) an z = 0 erhélt man mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

< |K0|\/7€(/0t|U(0,T)|2 dT)%

(0,7)dr

und damit ist
2

t
U007 < 2000 +2| [ KU (0,7) dr
0

(1.28) .
< 20g,(t) + 21Kt [ 1U-(0,7)]" dr.

Analog ergibt sich aus der Randbedingung an x = L die Abschéitzung

(1.29) U~ (L0 < 20,0 + 21Kt [ 1U*(L ) d.

Somit gilt mit x := max(|Ky|, |KL|)

[0 <200 (o) + g + 2 [ (1=, + U*(L, ) dr )

(1.30) .
< 2p, <|go(t)|2 o+ /f2t/0 U(r)2 dT) .
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Betrachten wir

(1.31) 0= UG+ [ (WP +UE2) dr

so gilt fir 0 <¢ < T':

A0 =1 +2 [ W@ a2 [ [7 (U7, U6 1)~ (#(e,7),Ule, ) dodr
<51+ a0, ([ () + L)) a2t [ [ 0Gs)E ds ar)
+2|0|/0t/0L\U(a:,T)\2 dxd¢+/0t/0L (1F (@, 7)P + [U(z, 7)) dodr
< NI+ (sppt+2101+1) [ (W0CAIE+ [V ds) dr
sap, [ (0ol +lonP) dr+ [IFCOIE dr o= o (47
<0+ [ ar)dr+e [ (a)F +lon)F + IFCIE) dr

mit den Konstanten c, := 4p,p,k*T +2|C| + 1, ¢, :=4p, + 1.
Eine Anwendung der Gronwallschen Ungleichung [23, Lemma 3.1.1] ergibt

t
26) < e 1115+ e [ () + 19,(0) + I )

Damit haben wir mit ¢; := (1 + ¢,)e?? eine Abschéitzung der Form:

(132) UG+ [ (@I + U@)2) dr
< e [I718+ [ (lao()I? + lgu(r) P + 17, )IE) dr].

Die obige Abschitzung 148t sich auch bei variablen Koeffizienten fithren, wenn gilt:

ANNAHME 1.4. Die Koeffizientenfunktionen, A, und die Randbedingungsmatrizen Ky,
Ky, sind gleichmdpig beschrinkt, d. h. |A(z,t)], |C(z,t)|, |Az(z,t)| < konst. und |Ky(t)| <
Ko, |Kr(t)] < Ky fiir 0 < 2 < L und alle Zeiten ¢ € [0,T]. Ferner muf} fiir alle ¢ € [0, 7]
IA;(0,t)],[A;(L,t)] > konst. >0, j=1,...,N gelten, womit die auf Seite 9 definierten
Normen dquivalent sind.

Diese Annahme gelte im folgenden.

1.3.2. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung. Wir wollen hier den Beweis,
der auf einem Fixpunktargument basiert, nur skizzieren. Bei vorgegebenen Einstrom-
daten wird die Gleichung mit variablen Koeffizienten gelost und die Losung dann am
Ausstromrand ausgewertet. Mit den ARBen kommt man zuriick zu Einstromdaten und
die Tteration ist fertig. Der Banachraum fiir die Iteration ist als L*((0,T), R") wéhlbar.
Der Fizpunktoperator F' ist demnach wie folgt definiert:
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Fir V= (V+, V") € L*((0,T), R") und festes, endliches T 16se man das Problem

(1.33a) Y, + Az, )Y, + C(z,t)Y = F(z,t), 0<z<L, t>0
(1.33b) Y(z,0) = f(z), 0<z<L

(1.330) Y+0,5)=v*(@®), ¢t>0

' t)y=V=(t), t=0.

Y=(L,
Dann ist FV = ((FV)*, (FV)~)" definiert durch

(FV)*(t / Ko(r)Y~(0,7)dr, ¢>0
(1.34)
(FV) (1) := g.(t) — /0 Ki(r)Y*(L,7)dr, t>0.

LEMMA 1.2. Der Fizpunktoperator F ist eine Selbstabbildung von L*((0,T), RY).
BeEWwEIs. Nach Losen von (1.33) gilt mit Satz 1.1:

DI+ [ (YO0 + V(L) dr < [+ [ (VPR +IFCIE) dr

fiir 0 < ¢ < T und wegen V € L?((0,T), R") hat man somit

r 2 2
/ (Y=, 7)1 + [Y*(L, 7)) dr < konst.
0
Alsoist (Y(0,.),Y*+(L,.))T € L?((0,T), RN) und mit (1.34) gilt FV € L?((0,T), RY). O
LEMMA 1.3. F ist zumindest auf einem Teilintervall (0,T1) von (0,T) kontraktiv.

BEWwEIS. Sind zwei Einstromdaten Vi, V, gegeben, so kann nach Lésen von (1.33) die
Differenz der zugehorigen Ausstromdaten mit Satz 1.1 abgeschétzt werden:

1 =)+ [ (06 = )0, + (¥ — V) (L)) dr
<o [ (107 = V) )P+ 107 = Vi) ()) dr
und damit
(1.35) /|Y1 —Vy(r)E < CT/ Vi(r) — Va(r) |2 dr.

Wie bei (1.28) erhalten wir aus den Randbedingungen (1.34)
PV~ BV OF < &2t [ 1V (0,7) Vi (0.7) dr
PV ()~ FVE (O < w2t [ Ve (L) = Y5 (L) dr
und das liefert mit (1.35)

t
FVi(t) — FV3(1)° < ﬁt/ Vi(r) = Ya(r)[? dr, = max(ky, £,)

(1.36)
< %s/ Vi () — Va(r)|? dr.
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Mit einer partiellen Integration beziiglich ¢ erh#lt man schlie8lich aus (1.36)

_ /OTt2 Vi (t) = Va(t)[? dt)

T

r 2 Cr of,2 (" 2
/ |F'Vi(t) — FVa(t)|” dt < —k° [t / Vi(r) = Va(7r)|” dr
0 2 0 0

~ T
< ZRT [ Vilt) - Va(t)? .
2 0

F ist damit kontraktiv fiir 7}, < v/2/(kv/E7). O

Das Kontraktionsintervall von F hingt nur von x+/¢; ab, und somit kann man die
Iteration zumindest auf ein Teilintervall (0,77) von (0,7") anwenden. Da dies nur von der
Liange des betrachteten Zeitintervalls abhéngt, kann die resultierende lokale Losung auf
solchen Teilintervallen gleicher Liange bis zu T fortgesetzt werden.

BEMERKUNG 1.10 (GLATTHEIT DER DATEN). Die sachgeméfie Gestelltheit von (1.24)
148t sich unter viel schwicheren Voraussetzungen an die Glattheit der Daten zeigen; es
ist offensichtlich ausreichend, F € L?((0,7T),L?((0,L), RY)), f € L?*((0,L), RY) und
(90,9:)" € L*((0,T), RY) vorauszusetzen.

BEMERKUNG 1.11 (NULLDURCHGANG EINES EIGENWERTES). Es stellt sich die Frage,
was geschieht, wenn A(z,t) auf 0 < < L singuldr wird, also ein Eigenwert \;(z,t) im
Inneren des Streifens Null wird. In der Annahme 1.4 reicht es aus, die gleichméfige
Beschrénktheit von A nur an £ = 0 und z = L zu fordern. Somit hat man (neben der
gleichméfigen Beschranktheit von A,) folgende Voraussetzung an die Eigenwerte \; :

konst. > [A;(0,1)], [A;(L,t)| > konst. >0, j=1,...,N.

Demnach darf ein Eigenwert \; auf 0 < z < L Null werden, solange A, gleichmifig
beschrankt bleibt, z. B. A\j(z,t) = a(z — z,) + a(t), a(t) geeignet gewéhlt.



KAPITEL 2

Numerische Betrachtung des linearen Falls in 1D

Wir betrachten finite Differenzenverfahren fiir lineare hyperbolische Systeme in 1D
(2.1) U+ AU, + CU = F(x,t), 0<z<L,t>0,

wobei A, C' konstante N x N-Matrizen sind. Der Fall von orts- und zeitabhingigen
Koeffizienten 148t sich vollig analog betrachten. Mit einer Ortsschrittweite h := Az und
einer Zeitschrittweite k := At diskretisieren wir den (z,t)-Streifen [0, L] x R} durch
folgende Gitterpunkte

zj = jh, j=0,1,2,...,J
t, = nk, n=0,1,2,...

Wir nehmen an, da§ das Schrittweitenverhdltnis A\ := k/h konstant ist und damit die
Wahl einer Zeitschrittweite & > 0 ein dquidistantes Gitter definiert. Die finiten Diffe-
renzenmethoden liefern Approzimationen U} € R" der exakten Losung U(z;,t,) an den
diskreten Gitterpunkten (z;,t,).

2.1. Das numerische Schema fiir 1D
Das Laz- Wendroff-Verfahren [24] (kurz: LW-Verfahren) basiert auf der Entwicklung

(2.2) Uz, t+k) =Ul(z,t) + kUy(z,t) + % k*Uy(z,t) + O(K*),

wobei man Uy aus (2.1) wie folgt bestimmt

Uy = (—AU, — CU + F),
= —-AU;, — CU; + F,
= A(AU, + CU — F), + C(AU, + CU — F) + F,
= AU, + (AC + CA)U, + C?U + F, — AF, — CF,

so daB sich (2.2) ergibt zu
Uls,t + k) = Uls, 1) — k(AU (2, 1) + CU(z, 1) — F(z,1))
(2.3) b 2R (AUsa(e,1) + (AC + CAYa(a,1) + C*U (1
+ Fy(z,t) — AF,(z,t) — CF(z,t)) + O(K?).

14
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Randbedingung Extrapolation
tpnt1 O tntt
tn —e > o in
i) I To ..... .’L'j_l .T] .’L'j_H_ ..... Tj;—2 Ty—1 Ty

ABBILDUNG 2.1. Lax-Wendroff-Schema in 1D

Die LW-Methode verwendet nun zentrale Differenzenquotienten, um die in (2.3) auftre-
tenden Ortsableitungen von U zu diskretisieren. Weiterhin werden die Ableitungen von
F' geeignet diskretisiert. Das resultierende Schema lautet damit:

ur . —-Un»
n+l _ +1 -1 n n
Urtt = U —k(A# +CU —Fj>

| 2 Un+1 207+ U}, Uﬂ+1 - Ui, 2771
an+1 B F’]" A FJZ-I F]n—l CF"
(2.4) R ot

n n n 1 n n n
=Ur )\A(UJH Upy) = kCUJ + 5 (MY (Ufyy — 207 + UFLy)

J

1
+ ; A(AC + CA)(UJ"H U+

J

1 (kC)QUﬂ

+ %k(F;L“ +F) = < )\kA(F]’:Ll F')— = kQCF"

Neben einer Diskretisierung der analytlschen Emstromrandbedmgung benétigt man
zusitzliche numerische Randbedingungen am Ausstromrand, um das Schema zu schlieflen.
Wir werden dazu eine horizontale Extrapolation 1. Ordnung verwenden. Allgemein hat
die horizontale Extrapolation der Ordnung q fiir die Ausstrémdaten an x =0 bzw. . = L
die Form

(2.5a) (E-DT™ Ut =0, ¢=0,1,2,...

(2.5b) und  (1-ED) @0t =0, ¢=0,1,2,...,

wobei EU; := Uj;1 ein Shift-Operator ist. Speziell fiir ¢ = 1 erhalten wir daraus
(262) Ut =2 U - U

(2.6b) bzw. (UH =2(UHH — (UHH.

Um zur Formulierung der Randbedingungen die Ein- und Ausstromkomponenten identi-
fizieren zu konnen, mufl man, falls A keine Diagonalmatrix ist, die Losung am Rand mit
derjenigen Matrix transformieren, die A diagonalisiert. Die Abbildung 2.1 veranschaulicht
dieses Vorgehen fiir den Fall, dal x = 0 Einstrémrand und z = L Ausstromrand ist, d. h.
bei einem positiven Eigenwert von A.
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2.2. Die Stabilitit des Differenzenschemas in einer Ortsdimension

In diesem Abschnitt wollen wir eine Stabilitdtsanalyse des Differenzenschemas zum
Losen des Anfangsrandwertproblems mit inhomogenen ARBen 1. Ordnung durchfiihren.
Es wird die Stabilitéit der inneren Diskretisierung in Kombination mit der Randbedingung
untersucht. Wir werden dabei die Stabilitdtstheorie von Gustafsson, Kreiss und Sund-
strom [18], [22] (kurz: GKS-Stabilititstheorie) verwenden, die sowohl hinreichende als
auch notwendige Bedingungen fiir die Stabilitdt eines diskreten ARWP in einer Raum-
dimension zur Verfiigung stellt. Die komplizierten algebraischen Bedingungen der GKS-
Theorie wurden in nachfolgenden Arbeiten von Goldberg und Tadmor [14], [15] verein-
facht. Wie bei der sachgeméafien Gestelltheit in Abschnitt 1.3 tritt das Problem auf, daf§
die ARBen nicht die Standardform der Randbedingungen in der GKS-Theorie haben und
somit diese Stabilitdtstheorie nicht unmittelbar anwendbar ist.

BEMERKUNG 2.1. Das diskrete ARWP mit zwei Rdndern, d. h. das auf dem beschriank-
ten Indexbereich 0 < j < J gegeben ist, ist stabil, wenn die zugehorigen Anfangsrandwert-
probleme auf den halbunendlichen Indexbereichen —oo < 7 < J und 0 < j < oo stabil
sind [18, Satz 5.4]. Dies ist eine Konsequenz der endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit
von Information bei hyperbolischen Gleichungen.

Daher reicht es aus, das Problem auf der positiven Halbachse x > 0 zu betrachten:

(2.7a) U+ AU, +CU = F(x,t), A=diag(\,...,\y), 2>0,t>0
mit A >X> 20, >0> A0 >0 > Ay,
d. h. AT =diag(Ay,..., \n), A™ =diag(Aps1, -5 AN)
(2.7b) U(z,0) = f(z), >0

(2.7¢) U0, =U"0,0) - [ KU~ (0,7) dr + g(t) — g(0), £ 3> 0.

Wegen der Kompatibilititsannahme 1.3 gilt in der obigen ARB (2.7¢) U*(0,0) = ¢(0).

BEMERKUNG 2.2. Die Matrix K, € R™ (¥~™) stammt nicht notwendig von einer ARB.

Wir wollen das Problem (2.7) mit einer konsistenten Differenzenapproximation der
Form

Ut = QU +kby, j>1
2.8a !
( ) mit C?ZZ j{:_AUZEU, IELG ::LG+1

o=—1

losen. Fiir das LW-Schema (2.4) ergibt sich dabei
g, 1 2
Ay=1—-kC— (NA)" + §(k0)

A= % M+ % (AA)? + %)\k(AC +CA)

b = §(I—kC’)Fj + - F — — MA(F]

J 9 4 J+L T FJnfl)'
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Damit die Losung von (2.8a) eindeutig bestimmt ist, ben6tigt man eine diskrete Anfangs-
bedingung

(2.8b) U} = f(jh), j=0,1,2,...
und Randbedingungen an x = 0 fiir die Einstromkomponenten U*

n n k —\7n —\7n n n
(2.8¢) (U9 = (U5 = 5 Ko (U5 + U]+ =g,

die man durch eine Diskretisierung von (2.7c) mit Hilfe der Trapezregel erhilt. Fiir die
Ausstromdaten U~ verwenden wir

(2.8d) (U—)g'i'l —9 (U—)rlH-l . (U—)g—i—l’

um das numerische Schema zu schlieen. Dies ist die horizontale Extrapolation (2.6a).
Die obigen Randbedingungen lassen sich in folgender Form schreiben:

(2.9) Up™ = S,U™ + 8 Ug + 37,

2
wobei Sfl = Z Bo-yflEo-, S() = BO,O-

o=0

Dabei ist

k(0 K 0 0 0 0
BO,*I = - 5 (0 00) ) Bl,,l = (0 21Nm> ’ BQ,*I = <0 _INm>

und wir haben die diskrete Kompatibilititsbedingung: (U%)] = ¢°.

BEMERKUNG 2.3. Die diskretisierte Randbedingung (2.8¢c) ist von 2. Ordnung in ¢ um
oyl = (n+ %) k, da der zentrale Differenzenquotient verwendet wurde.

Fiir die Stabilitdtsanalyse der inneren Diskretisierung bendtigen wir folgenden Begriff.
DEFINITION 2.1 (AMPLIFIKATIONSMATRIX [22]). Mit

1
(2.10) Q)= > A"  HeR

o=—1
bezeichnen wir die Amplifikationsmatriz von Q.

BEMERKUNG 2.4. Praktisch kann man die Amplifikationsmatrix Q(G) bestimmen, in-
dem man im Differenzenschema U} durch Qe ersetzt und nach @ auflost [38, Seite 136].

In der Stabilitéitstheorie wird gefordert, daf3 Q(H) die folgenden zwei Annahmen erfiillt.
ANNAHME 2.1 (STABILITAT FUR DISKRETES AWP [22]). ‘Q(0)| <1

ANNAHME 2.2 (DISSIPATIVES SCHEMA [38]). Das Schema (ohne die Terme niedrigerer
Ordnung, d. h. C' = 0) ist dissipativ von der Ordnung 2r, d. h. es gibt eine Konstante
¢ > 0, so daf fiir die Eigenwerte p(0) von Q(6) gilt

(2.11) 1(0)] <1 — csin® g
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Diese Bedingung (2.11) ist nach [38, Argumentation auf Seite 46] dquivalent zu
(2.12) () <1— ¢ sin® g

In vielen Texten, z. B. [31, Seite 109], wird bei der Definition der Dissipation der Term
sin®(#/2) in (2.11) durch |#/* mit der Beschrinkung |#| < 7 ersetzt. Beide Definitio-
nen sind nach [38, Kapitel 5.1| dquivalent; die Bedingung (2.11) tritt allerdings bei der
Untersuchung der meisten Schemas auf und ist daher vorzuziehen.

BEMERKUNG 2.5. Annahme 2.1 garantiert, dafl das Schema (2.8a), (2.8b) fiir das reine
Anfangswertproblem stabil ist. Die Stabilitat des reinen AWP ist neben der sachgeméfien
Gestelltheit des zugrundeliegenden analytischen Problems (Abschnitt 1.3) eine notwendige
Bedingung fiir die Stabilitidt des Differenzenverfahrens fiir das Anfangsrandwertproblem.
Die Annahme 2.2 stellt sicher, dal hohe Frequenzen keinen Einflul haben, d. h. die Grofle
der hochfrequenten Oszillationen nimmt in jedem Schritt ab [22, Seite 704].

Im folgenden wollen wir kurz auf diese zwei Annahmen eingehen.

Die Stabilitit des reinen Anfangswertproblems. Das Lax-Wendroff-Verfahren
zur Losung des reinen AWP ist stabil (im Sinne von [34, Seite 16]) fiir

Mk

2.1 =
(2.13) v max | —

¢=1,...N

<1

DEFINITION 2.2 (ABHANGIGKEITSBEREICH [34, Seite 16] ). Der Abhdngigkeitsbereich
D(z,t) ist die Menge aller Punkte (x,¢) mit der folgenden Eigenschaft: Eine Stérung
der Losung von (2.7a) hat einen Einfluf} auf die Losung an der Stelle (Z,¢). Analog wird
der numerische Abhdingigkeitsbereich Dy (Z,t) fiir Differenzenverfahren definiert.

Es ist fiir die Stabilitdt einer numerischen Methode notwendig, dafl asymptotisch fiir
k — 0 der numerische Abhiingigkeitsbereich Dy(Z,¢) den Abhingigkeitsbereich enthélt.
Dies ist die CFL(Courant-Friedrichs-Levy)-Bedingung. Fiir beliebige Verfahren der Form
(2.8a) nimmt die CFL-Bedingung die obige Gestalt (2.13) an [34, Seite 16]. Die Zahl v
wird Courantzahl genannt.

Die Dissipation des Lax-Wendroff-Schemas. Nach Bemerkung 2.4 bestimmt man
die Amplifikationsmatrix Q(6) (mit C' = 0, F' = 0) wie folgt:

Qrttei? = ettt [I — %A/\ <ei0 — e_w) + % (A/\)2 (em -2+ e_w)]
= Qre¥? [I —iAXsin® — (AXN)? (1 — cos 0)] .
Somit erhalten wir die Amplifikationsmatrix
(2.14) Q(0) = I —iAXsind — (AX)? (1 — cos®),
die ein Polynom in A ist und damit die Eigenwerte

(2.15) pe(0) =1 —idAsind — (A A)?(1 —cosf), £=1,...,N
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besitzt. Dabei wurden die Eigenwerte von A mit )\, bezeichnet. Es ergibt sich
1e(0)2 = [1 = AN)?(1 — cosB)] + (Aeh)?sin® 6
=1— (A\A)? [2 —2co0sf — (AA)?(1 — cos §)? — sin? 0]
=1— (AA)? [(1 = cos0)” — (AA)*(1 — cos 0)?]

= 1= 402 [1 = (A sint g (=1,....N,

wobei wir die Identitéit (1—cos#)? = 4sin*(6/2) benutzt haben. Somit ist das Differenzen-
schema nach (2.12) dissipativ von 4. Ordnung, falls 0 < [\ A| < 1fiiralle/ =1,..., N gilt.
Da A regulér ist, sind somit die Annahmen 2.1 und 2.2 erfiillt, wenn die CFL-Bedingung
(2.13) gils.

2.2.1. Abschitzung der Losung der Differentialgleichung. Wir beweisen eine
Abschétzung fiir die Losung, die uns als Motivation fiir den zu verwendenen Stabilitéts-
begriff dient. Auflerdem werden wir spéter eine dhnliche Technik bei der Herleitung der
Abschétzungen fiir die Losungen der Differenzenapproximationen benutzen.

Fiir U,V: R* x R* — €™ definieren wir folgende L%-innere Produkte

U, V), = /0 U@, )V (2, t) d,  (U,V), = /0 T U (@, )V (2, t) dt,
(U,V),, = /0 - /0 U@, )V (w,8) do dt

und definieren die dadurch induzierten Normen wie iiblich durch |u|? := (u,u)
Wir bezeichnen die zugehérigen L?-Rdiume mit L?(x), L?(t) und L?(x,1).

5> USW.

DEFINITION 2.3 (LAPLACE-TRANSFORMATION [7]). Gibt es fiir ein U: Rt — € ein
a, € R, so daf} das Integral

L{UY(s) = O (s) = /0 T et (t) di

fiir alle s € € mit Re s > q, existiert, so heifit die so gebildete Zuordnung zwischen den
Funktionen U und U Laplace-Transformation (kurz: L-Transformation). Die Funktion
U(s) heiBit dann Laplace- Transformierte von U.

Die L-Transformation einer vektorwertigen Funktion geschieht dabei komponenten-
weise.

Weiterhin benétigen wir die Parsevalsche Gleichung, die es uns bei der folgenden
Abschétzung erlaubt, anstatt der Losung selbst die L£-transformierte Lésung zu betrach-
ten.

LEMMA 2.1 (PARSEVALSCHE GLEICHUNG DER L-TRANSFORMATION [23, L. 7.4.6] ).
Fiir eine stetige Funktion U = U(z,t), 0 < z < oo, t > 0 mit Werten in C" gelte
U(-,t) € L*(x) fiir jedes t > 0. Ferner habe man Abschitzungen der Form

|U(.,1)||> < konst. €2 und |U(z,t)| < konst. e®!, 0 <z < oo.

fiir alle t > 0. Dann gilt die Parsevalsche Gleichung

(2.16) /°° e U012 di = — /_°° |0C a+ig) de, Vo> a

0 27
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LEMMA 2.2 (ABSCHATZUNG DER LOSUNG). Sei f = 0. Dann gibt es eine Konstante
a, > 0, so daff e **U(x,t) € L*(z,t), e ©U(0,t) € L*(t) fiir « > o, und es existiert
eine Konstante ¢, mit

(2.17) (a— ) |le*U(0, t)Hj + (o — ap)? HefO‘tU(x, t)H2

z,t

e=tg(o), + o F a0

< |(@—a)

T t:| )
BEWEIS. (der Abschitzung). Der Beweis folgt [18, Beweis von Satz 2.3].
Mit dem Differentiationssatz [7, Kapitel 9] erhilt man fiir die Laplace-Transformation
von (2.7a) unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung (2.7b)

sU(z, s) — f(z) + AU, (z,s) + BU(x,s) = F(z, s).

Zusammen mit der L-transformierten Randbedingung (2.7¢) hat man unter Verwendung
des Integrationssatzes [7, Kapitel 8] somit

(2.18) sU(x,s) = —AUy(z,s) — BU(z,s) + F(z,s), >0, s=a+if, a>aq, fest,
(2.19) U*(0,s) = g(s) — —KOU 0, s),
da f = 0 ist. Wir definieren die Matrix H € R¥*Y durch

H .= Pl 0 , 0<p<1, p=konst.,
0 IN—m

wobei p spiter geeignet gewahlt wird. Wir erhalten mit &« = Re s > 0 und der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

o <U, HU> = Re <U, sHU>w

(2.20) (218) _pe <U, HA[AJI>$ — Re <l7, HB(?}m + Re <l7 Hﬁ‘>$

2

~

T

~ 112 1 .
+ §a<U,HU> o
Zur Abschétzung des letzten Terms haben wir dabei eine Ungleichung der Form

0<{a—ba-b)= IIaII2 + ||b||2 —2Re (a,b)
= Re (a,b) < 5 ||a|| + 5 ||b||
2
—  Re (Vaa,b/va) < §a||a|| + % B>, o >0,

< <[7, HU'> wegen 0 < p < 1 benutzt, und der Term R ergibt sich mit
x T
partieller Integration zu

sowie |

R= % (T%(0,5)) pA*TF(0,5) + % (T7(0,9)) AT (0, 5)

(2.21) < §Al T, 9) - Am 2+1| T,
=3 [T + 2 T 00 - Pl 0,0

2
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Es ist § > 0 eine Konstante, die spéter geeignet gewihlt wird. Aus der L-transformierten
Randbedingung (2.19) erhilt man die Abschétzung

| Ko
a?

TH0,5)] <2(a(s)P+2 20 [T(0,9)] , €€ R, s=a+it,

die wir in (2.21) verwenden. Wir kénnen nun §, p so klein wéhlen, daf§

0 1= 2 Am Kol? ] |— 2 ~
r<- 5 T 0.0 - | Pol = o o) B2 000 + o+ 0 10
6
Lo
9
(PN 2 N2
<=5 |00,)] + (oA +9) [a(s)
wird. Dies ist erfiillt, wenn
Kol Kol
(2.22) <1+2| ‘;' >5§\/\m+1\—2p)\1| g'
g (%
gilt. Somit wird (2.20) zu
| PPN PN 2 SN 112 1 a2
50(0.HU) <—2 [00.9) + (oM +8) [a(s) + 1Bl U]+ 5 |7].

nach Multiplikation mit 2« ergibt sich

oo (0,10) 2B |0 "+ 20 (oA +6) [5(5)

i+5‘(7(0,s)‘2] <|F

~ 12 ~ ~
und mit pHUHz < <U,HU>$, da p <1 ist, erhilt man

~ 2
a|(pa—21B)) |0 "+ 2o\ +9)[(5)]°.

i+5‘(7(0,s)‘2] <|F

Mit a, := (2 |B| +¢)/p fiir beliebig kleines ¢ > 0 und einer Multiplikation mit (o — )/
ergibt sich

OJ—OZO

(o~ 00)8 |00, )] + (o — )0 | 0] < FI + (= au)2 (o +9) lg(s)

a
Die Parsevalsche Gleichung (2.16) liefert nun

(o — ,)d He’“tU(O, t)Hj + (a0 — a)?p He’“tU(x, t)|

2

z,t

< (a=a0)2(ph +8) [ g(0)], + ==
<1

und mit einer geeigneten Konstanten ¢, ergibt dies die Behauptung (2.17). O

e " F(x,t)

2
z,t ’

BEMERKUNG 2.6 (WAHL VON q). Bei Verwendung von ARBen (2.7¢) kann man o, :=
2|B| /p wihlen, da aus B = 0 folgt Ky = 0 und der kritische Term in (2.22) verschwindet.

FOLGERUNG 2.3. Das Problem (2.7) ist stark sachgemdf gestellt im verallgemeinerten
Sinne [23, Definition 3, Seite 227]
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2.2.2. Die Definition der Stabilitit. Wir bezeichnen mit ¢?>(z) den Raum aller
Gitterfunktionen U ={U;}32,, U; =U(x;), xj=73h, j=0,1,2,... mit h 372, |U; ? < o0
und definieren das innere Produkt und die Norm durch

(2.23) UV)=h YUY, VI = (U.0),.

J=0

Analog werden die Rdume ¢2(¢) und ¢?(z,t) definiert, und wir bezeichnen mit

(224)  (OV), = kS U tIV(E), U =00,  tn=nk,
22) UVl S S UV, () U= U0

die zugehorigen inneren Produkte und Normen. Wir verwenden den folgenden Stabilitats-
begriff:

DEFINITION 2.4 (GKS—STABILITAT [18, Def. 3.3]). Verschwindet die Anfangsvorgabe
(2.8b), so heifit die Approximation (2.8) GKS—-stabil, wenn es Konstanten ¢, > 0, a, > 0
gibt, so daf fiir alle t = ¢, = nk und alle o > «, gilt

e R = N
== 1 T e

2.2.3. Das gestorte Schema. Wir werden zunichst die Stabilitdt des folgenden, mo-
difizierten LW-Schemas analysieren, das wir erhalten, indem wir in @) und b (siehe (2.8a))
Terme der Ordnung O(k), O(k?) weglassen. Es ergibt sich:

(2.27) UMt =QUM +kd}, j>1; Q= Y. AE°,
o=—1
. 9 1 1 2
wobei AO =1 ()\A) , A:I:l + = 5 A + 5 ()\A) s
mn 1 n n+1 n n
dj = §(E7 + FP) — Z)‘A(Fj-l-l Fi'y)

zusammen mit der Anfangsvorgabe (2.8b) und den Randbedingungen (2.8c),(2.8d).

Das Schema (2.8) ist eine Stérung der Ordnung O(k) von diesem Schema und zwar
nur im Inneren des Gitters. Daher kann der Storungssatz der GKS-Theorie [18, Satz 4.3]
angewendet werden, nach dem die GKS-Stabilitdt invariant gegeniiber Stérungen der
Ordnung O(k) ist und somit kénnen wir bei der Stabilitétsanalyse anstelle des urspriing-
lichen LW-Schemas dieses gestirte Schema untersuchen. Dazu zerlegen wir die Matrix @)
gemif der Partitionierung von A (vgl. Notation von Seite 3) wie folgt:

- Q++ Q+—
Q_<Q‘+ Q“)'
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2.2.4. Die Stabilitdt des gestérten Schemas. Die Einstrom- und Ausstrémpro-
bleme sind bei dem gestorten Schema im Inneren des Gitters entkoppelt (@) enthilt die
»Kopplungsmatrix“ C nicht), d. h. man kann beide Probleme sukzessive lisen. Offen-
sichtlich ist das gestoérte Schema genau dann stabil, wenn beide Teilprobleme stabil sind.
Das Ausstromproblem ist in sich abgeschlossen und die Losung dieses Problems liefert
die Ausstrémdaten (U-)a™!, die man in der Einstromrandbedingung (2.8c) benétigt. Im
folgenden betrachten wir die Stabilitéit der beiden Einzelprobleme und benutzen dabei die
Z-Transformation der Losung beziiglich des Zeitindexes:

DEFINITION 2.5 (Z-TRANSFORMATION [8]). Der formale Zusammenhang zwischen ei-
ner Folge und einer komplexen Funktion, gegeben durch die Korrespondenz

(2.28) {u"} «— Z{u"} = a(z) =) 27",

wird Z-Transformation genannt. Die Funktion @(z) heifit Z-Transformierte der Folge
{u"}, wobei n € IN ist.

Die Stabilitéit des Ausstromproblems. Es handelt sich um eine LW-Diskretisierung
von Uy + A~U; = F~ mit horizontaler Ausstromextrapolation. Dieses Schema ist nach
[14, Beispiel 3.1] GKS—stabil, d. h. es existieren Konstanten ¢, > 0, a,, > 0, so daf fiir alle
t =t, = nk und alle a > a, gilt

i+ (S22 e, < ¢

Eine Z-Transformation von

O!—O,/O

2.2
(2:29) ak+1

o—alt+h) g- H2 '
hok

U =Q (U +k(d)!, j=12,3,...

J

und Division durch z ergibt die Resolventengleichung

1 - — —~
o0 (-10 V-2
mit ﬁ;(z) =k Z zfn(U_)?, C/i]t(z) — )2 Z an—l(d—);_z’ 5 — elotiwk
n=0 n=0

Nach dem Charakterisierungssatz der GKS-Stabilitit [18, Satz 4.2] gibt es Konstanten
a; >0, ¢; >0, so daB (2.30) fiir alle z mit |z| > €% * und alle d~ eine eindeutige Losung
besitzt mit

- N
e R e e LA

2| 2]

und dies liefert die Abschatzung

—|Z| cr)? c/l: 2.
(2.32) (] = o) () |d |,
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Die Stabilitit des Einstromproblems. Eine Diskretisierung der inhomogenen ab-
sorbierenden Randbedingung (2.7¢) ist gegeben durch

. . k n—1 - B
(2:33) (U =9"— 5 Ko X [(U)5+ (U]
=0
und eine Z-Transformation ergibt mit [8, Summationsregel]
— N k z2+1—
(2:34) U5 () = () = 5 Ko~ T (2).

Das Einstromproblem ist eine LW-Diskretisierung von U;” + A*U} = F* mit Ein-
stromdaten Uj = h*. Es ist stabil [14, Lemma 2.3|, und nach dem Charakterisierungs-
satz [18, Satz 4.2] existieren somit Konstanten af > 0, ¢f > 0, so daf§ die folgende
Abschétzung

(2.3 k(i'z‘ ]) UE(z)\2+<'Z"ea° ) 7=,

< (¢f)? lk

o] — et |-

h+

ol ol

fiir alle z mit |z| > e®k gilt. Fiir die Stabilitéit brauchen wir allerdings eine Abschiitzung

2]

mit Termen von g, d (und nicht A*).
Wir leiten zunéchst eine Abschditzung der Einstromrandbedingung her. Wir wihlen
o > max(ay, o) > 0 und mit e®* < |z| <]z — 1] + 1 gilt

‘<k|z—1|+2
2=

2 2 2
Sklﬂ——H 1]§k+7k <k+ —,
Z_

exk — 1 o,

z+1
z—1

k

denn e** — 1 > ay,k. Somit gilt mit einer Konstanten c,
k2 |z24+12
2 |z—1

da wir uns auf den interessanten Bereich 0 < £ < 1 beschridnken konnen.
Die Z-transformierte Randbedingung (2.34) liefert zusammen mit (2.36) und (2.32)

(2.36)

Ca,

— 2 N K2 | z+1 2
Tl <2@eE+ % \ Kol |Ts (2)]
(2.37) s2|a(z>|2+c2|f<o| \Ua 2
<205() + —— () Ko ? V|| > ek,
> |g(2)| + k(|2‘ eaok) ( | 0 |Z| > e

BEMERKUNG 2.7. Gilt die Abschiitzung (2.35) fiir ein «f > 0, so gilt sie auch fur alle

af > of. Dies folgt unmittelbar, wenn man diese Ungleichung durch (|z| — e® %) /|z]
dividiert. Eine analoge Aussage gilt fiir (2.31).

FOLGERUNG 2.4. Die Abschdtzungen (2.31), (2.35) gelten auch fiir das oben gewdihlte
o, > 0 anstelle von o= bzw. a.
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Mit At = 60: setzen wir (2.37) in (2.35) (mit a,) ein und erhalten
‘Z| — ok — 9 |Z| — ok 2 e
(238) (7|Z‘ Gl + (B ) 17,

z| — ek —~ 12 _ —~ 12
< @ [T 2+ |+ e P [T
womit die GKS-Stabilitéit des gestorten Schemas und damit auch die des urspriinglichen
LW-Schemas (2.8) bewiesen ist. Denn es gilt:

2|

BEMERKUNG 2.8. Man sieht leicht, daf die diskreten Einstromrandbedingungen (2.8c)
und (2.33) dquivalent sind und somit das Schema (2.8) GKS-stabil ist.

BEMERKUNG 2.9. Der obige Stabilitdtsbeweis iibertragt sich auf alle expliziten, dissi-
pativen, zweistufigen, linearen Einschrittverfahren mit horizontaler Ausstromextrapola-
tion (2.5), wobei wir unter Stufen die bei einem Verfahrensschritt benutzten Zeitniveaus
verstehen wollen.
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2.3. Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt wollen wir die in Abschnitt 2.2 gezeigte Stabilitéit des LW—Schemas
anhand eines Beispiels numerisch verifizieren und anschlieflend die , Qualitidt“ der absor-
bierenden Randbedingungen untersuchen.

2.3.1. Das Testbeispiel. Wir betrachten als Beispiel das hyperbolische System

v+c 0 0 00 1
239) U+| 0 v 0 |U+|[010|U=0, 0<z<1,t>0

0 0 v—c 1 00
- _ N ,
—A —C

mit v = 0.2, ¢ = 1 und absorbierenden Randbedingungen 1. Ordnung. Es ist somit
m =2, N = 3. Als Anfangsverteilung wéhlen wir
cos?(2205) |z — 0.5 < 0.45,

(=1,2,3.
0 sonst

(2.40) Ue(z,0) = folz) := {

1
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0

f I I I I I I I N
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

ABBILDUNG 2.2. Anfangsverteilung (2.40)

Die Matrizen K€ R?**!, K; € R"? in den absorbierenden Randbedingungen sind

cC—v
C13
241)  Ko=| 2, | =(%), K = (“+Cc31 9(:32) = (0.6 0).
Co3 0 2c c

Als zweites Beispiel wollen wir (2.39) mit dem schiefsymmetrischen Koeffizienten

0 0 1
(2.42) c=|0 1 2
-1 -2 0

betrachten. Die Matrizen K;,, K; ergeben sich in diesem Fall zu

(2.43) Ko = (g:g) , Ki=(-06 —04).
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Als CFL-Bedingung (2.13) erhilt man fiir beide Testprobleme

5 _
(2.44) A< 5= 0.83.

Die folgenden zwei Abbildungen 2.3 und 2.4 zeigen die zeitliche Entwicklung der Losung
des ersten bzw. zweiten Testproblems bei ARBen 1. Ordnung. Man erkennt, wie sich die
Komponenten U, mit ihren charakteristischen Geschwindigkeiten )\, fortbewegen. Dabei
verwenden wir eine Zeitschrittweite At = 0.01 und ein Schrittweitenverhéltnis A = 0.8.
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ABBILDUNG 2.3. Losung des 1. Beispiels bei absorb. Randbedingung 1. Ordnung
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2.3.

BEMERKUNG 2.10. Der Unterschied zur jeweiligen Losung bei homogenen Dirichlet—

Randbedingungen ist zu gering, um ihn mit dieser Darstellungsweise zu verdeutlichen.
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ABBILDUNG 2.4. Losung des 2. Beispiels bei absorb. Randbedingung 1. Ordnung
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2.3.2. Numerische Verifikation der Stabilitdt. Fiir diesen Abschnitt modulieren
wir die Anfangsverteilung (2.40) mit Hilfe einer Sinusfunktion folgendermaflen:

(2.45) U(z,0) =sin(2mpz) f(x), = €0,L].

Der Parameter p gibt dabei die Anzahl der Perioden des Sinusterms auf 0 < z <1
an. Wir wihlen ein Schrittweitenverhiltniss A, das die CFL-Bedingung (2.44) erfiillt,
womit das innere Schema stabil ist. Denn wir wollen nur die Auswirkungen der ARBen
auf die Stabilitdt betrachten. Da etwaige Stabilitatsprobleme stark frequenzabhdingig sein
wiirden, benutzen wir verschiedene Modulationen zur numerischen Untersuchung.

1

1

0.8 0.8

0.6 0.6

I I I I I I I I I I I I I I I I I I
[¢] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 [¢] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

ABBILDUNG 2.5. modulierte Anfangsverteilung (2.45) fiir p = 10 bzw. p = 20

Neben der CFL-Bedingung mufl man beachten, dafl die Ortsschrittweite h klein genug
ist, um die hohen Frequenzen der Modulation aufzulosen. Es sollen je Periode des Si-
nusterms mindestens 8 Gitterpunkte liegen. Nach Wahl des Schrittweitenverh&ltnisses A
ergibt diese Faustregel mit L = 1 folgende Restriktion an die Zeitschrittweite k :

(2.46) h = ; < % % und somit £ < 8%)

Die zeitliche Entwicklung der 3. Komponente bei modulierter Anfangsvorgabe zeigt
die Abbildung 2.6 anhand des 1. Beispiels bei p = 8, A = 0.8 und At = 0.01. Fiir die
3. Komponente ist + = 1 Einstromrand, und es 148t sich erkennen, wie sich dort die Mo-
dulation in Form von Wellen auswirkt und diese von der absorbierenden Randbedingung
1. Ordnung zumindest nicht wesentlich reflektiert werden.

Im folgenden geben wir den zeitlichen Verlauf der diskreten L?-Norm

J
(2.47) U115 =3 U,
§=0

jeder einzelnen Komponente an, um zu verhindern, dal Schwankungen sich gegenseitig
kompensieren oder Schwankungen in einer Komponente durch eine wesentlich gréfiere L2-
Norm einer anderen Komponente verdeckt werden. Hierbei ist die L?-Norm fiir verschie-
dene Zeitschrittweiten £ = At angegeben. In den jeweils darunterliegenden Abbildungen
ist die gesamte L?>-Norm bei gleichen Zeitschrittweiten wie zuvor dargestellt.
Die Abbildungen 2.7 und 2.8 zeigen die Resultate fiir A = 0.8 und p = 10 bzw. p = 20.
Die Ergebnisse fiir das 2. Beispiel sind in Abbildung 2.9 und Abbildung 2.10 zu sehen.
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2.3.

3. Komponente

Ort x

Zeitt

8

Kurvenverlauf entsteht bei dem Passieren der

ABBILDUNG 2.6. 3. Komponente der Losung des 1. Beispiels fiir p

-Normen klingen rasch ab,

was zu erwarten ist, da das ,, Wellenpaket® in beide Richtungen aus dem Intervall [0, 1]

hinauslduft. Die ARBen verhindern dabei weitgehend Reflexionen. Letzteres ist hierbei
der wesentliche Effekt und illustriert die in Abschnitt 2.2 gezeigte Stabilitéit des Schemas.

hohen Frequenzen der Modulation durch den Rand. Die L2

FAzIT (STABILITAT). Der ,gezackte“
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ABBILDUNG 2.7. L*-Normen jeder Komponente fiir p = 10 bzw. p = 20
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ABBILDUNG 2.8. L?-Normen 1. Beispiel fiir p = 10 bzw. p = 20
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1. Komponente
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ABBILDUNG 2.10. L?-Normen 2. Beispiel fiir p = 10 bzw. p = 20
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2.3.3. Die Absorptionsqualitit der absorbierenden Randbedingungen. In die-
sem Abschnitt wollen wir die absorbierenden Randbedingungen 0. und 1. Ordnung mit-
einander vergleichen. Eine Diskretisierung der ARB 0. Ordnung (1.19) an z = 0 liefert
(2.48) U = U5
Da die Anfangsverteilung (2.40) einen kompakten Triger besitzt, entspricht (2.48) einer
homogenen Dirichlet—-Randbedingung. Die diskrete ARB 1. Ordnung lautet

U5 — (U
k

1

+K()(U_)0 = O

und damit ergibt sich

(2.49) U™ = (U5 — & Ko (0 + W),

Wir bestimmen die durch Einfiihrung der Rénder hervorgerufenen numerischen Reflek-
tionen, den sog. reflektierten Anteil, indem wir an den Gitterpunkten z;, j =0,1,...,J
die Differenz zwischen der Losung des ARWP und der des reinen AWP (theoretisch auf
x € R) bilden. Dabei wird letztere Losung durch eine Berechnung auf einem wesent-
lich gréfleren x—Intervall simuliert, so dafl die Losung in der vorgegebenen Zeit den Rand
dieses Gitters nicht erreicht. Den reflektierten Anteil, den wir mit dem Index , refl“
kennzeichnen, geben wir in den folgenden Abbildungen in der relativen L?-Norm

_ o,

wret = ],

fiir jede Komponente einzeln wieder. In den Abbildungen 2.11 und 2.12 wurden dabei die
Parameterwerte A = 0.8, At = 0.001 verwendet.

BEMERKUNG 2.11. Beim 1. Beispiel sind die Randbedingungen (2.48) und (2.49) fiir
die 2. Komponente identisch.

(2.50) %

FAZIT (ABSORPTIONSQUALITAT). Fiir beide Testprobleme zeigt sich, daf§ die numeri-
schen Reflektionen der ARBen 1. Ordnung deutlich geringer sind als die bei der homogenen
Dirichlet-Randbedingung. Die Verbesserung liegt beim 1. Beispiel beim Faktor 50 bzw.
75 und beim 2. Beispiel zwischen Faktor 3 und 8.

BEMERKUNG 2.12. Dieses Verhalten gilt fiir kleine Endzeiten 7. Die ARBen sind
nur zeitlich lokal gute Approximationen; fiir groflere Zeitintervalle kénnen Dirichlet—
Randbedingungen durchaus besser abschneiden. Das reine AWP konvergiert lokal (auf
0 < z < 1) gegen Null. Daher ist anzunehmen, daf§ dieses Langzeitverhalten von der
homogenen Dirichlet-Randbedingung besser widergespiegelt wird als von den ARBen
1. Ordnung (siehe starkes Anwachsen des reflektierten Anteils fiir ¢t =~ 1).

In der folgenden Abbildung 2.13 fiir das 2. Beispiel auf dem Zeitintervall [0, 10] mit den
Parametern A = 0.8, At = 0.01 sieht man, dafl der reflektierte Anteil im 2. Beispiel fiir
groflere Zeiten bei beiden Randbedingungen praktisch gleich grof} ist. Zwischenzeitlich ist
der reflektierte Anteil der Dirichlet-RB sogar kleiner als der bei Verwendung der ARB
1. Ordnung .
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ABBILDUNG 2.11. Beispiel 1: Reflektierter Anteil fiir homogene Dirichlet—
RB bzw. ARB 1. Ordnung bei A = 0.8, At = 0.001
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ABBILDUNG 2.12. Beispiel 2: Reflektierter Anteil fiir homogene Dirichlet—
RB bzw. ARB 1. Ordnung bei A = 0.8, At = 0.001
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ABBILDUNG 2.13. Beispiel 2: Reflektierter Anteil fiir ¢ € [0,10], At =0.01



KAPITEL 3

Numerische Betrachtung des linearen Falls in 2D

In diesem Kapitel wollen wir das LW-Verfahren fiir lineare hyperbolische Systeme in 2D
(3.1) U+ AU, +BU,+CU = F(z,y,1), 0<z<L,—oco<y<oo, t>0,

wobei A, B, C konstante N x N—Matrizen sind, betrachten. Wie in einer Ortsdimension
148t sich der Fall von orts- und zeitabhéingigen Koeffizienten analog untersuchen. Wir
betrachten hier nur den Fall Ax = Ay =: h mit einem konstanten Schrittweitenverhdltnis
A :=k/h. Ferner fithren wir folgende Gitterpunkte ein:

zj = jh, 7=0,1,2,...,J
ye = Lh, {=...,-1,0,1,2,...
t, = nk, n=0,1,2,...
Die Approzimationen der exakten Losung U(zj,ys,t,) an den diskreten Gitterpunkten

(z;,ye), die das LW—Verfahren zum Zeitpunkt ¢, liefert, werden wir mit € RY be-
zeichnen.

3.1. Das numerische Schema fiir 2D

Die Lax-Wendroff-Methode basiert wie in Abschnitt 2.1 auf der Taylorentwicklung

1
(32) U(.T, Y, t+ k) = U(.Z', Y, t) + kUt(xa Y, t) + 5 sztt(xa Y, t) + O(k?’)a

wobei man Uy, aus (3.1) wie folgt bestimmt

Uy = (—AU, — BU, — CU + F),
= — AUy, — BU,, — CU, + F,
= A(AU, +BU,+CU - F), + B(AU, + BU, + CU - F),
+ C(AU, + BU, + CU — F) + F,
= A’U,, + (AB + BA)U,, + B°U,, + (AC + CA)U, + (BC + CB)U,
+ C?U + F, — AF, — BF, - CF,

36
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so daf} sich (3.2) ergibt zu
Ulz,y,t + k) =Ul(z,y,t) — k(AUy(z,y,t) + BUy(z,y,t) + CU(z,y,t) — F(x,y,t))
1
+ 5 k*(A?Ups(z,y,t) + (AB + BA)Uyy(z,9y,t) + B*Uyy(z,y, 1)
+ (AC + CA)U,(z,y,t) + (BC + CB)U,(z,y,t) + C*U(z,y,1)
+ Fy(z,y,t) — AFy(2,y,t) — BFy(2,y,t) — CF(z,y,1)) + O(K®).

Es werden analog zu Abschnitt 2.1 zentrale Differenzenquotienten benutzt, um die oben
auftretenden Ableitungen von U zu diskretisieren. Das resultierende Schema lautet damit

-U? U
j—1,L 4l+1 T
gt p i ey cuy - )

" lkz (Ag U1, =207, + U, o Ui — 2U}fe + Uy

n

j+1,0
U7.H'1: n —/{:(A J+i,
3t Jt

5 +5B 72

Uit = Uy — Uy 0 Uy n
+(AB+BA) J+1,6+ ]+ 4h2 J + J +02 ™

ur., —Ur ur
+(AC + CA) J“’f% i-Lt | (BC + CB) —J’“l% gt 1

Fii - Fp Fioe—Filay Fio — i n
.]1 k _A Jj+1i, 2h J b} _B JAt+ 2h Js _CE7,£>

=Uj— 5A (A( fr1e — Uit + BUjlgy — ;flfl)) — kCUS

B

+ - )‘2(‘42( T = 207 + Uy ) + BX(Uf ey — 2U7, + ﬁf—l))

2
1 1
+ ] A? (AB + BA)(UY: JHL+1 T Uyu+1,e—1 - Uan—l,éﬂ + Uyn—l,f—l) + 92 (k0)2
1 n n n
+ 7 M ((AC +CA) (U1 = U 1) + (BC + CB)(Ufyis — Ufe 1))
1

mn n mn mn 1 n
+ 2]‘3(17;;1"‘1?]@)_ Y (A( e~ Fiae) + B(Fj, — Fj,ﬂ—l)) - §k2OFj,Z'

BEMERKUNG 3.1. Engquist und Majda stellten in [10, Seite 641] die Vermutung auf,
da8 das Problem (3.1) mit den ARBen (1.21) an z = 0 und =z = L sachgemdf gestellt
ist. Fiir N = 2 kann man die sachgeméfie Gestelltheit nicht allzu schwer zeigen [2]. Auch
numerische Evidenz unterstiitzt diese Vermutung stark.

Wir werden die Stabilitdt dieses Schemas mit absorbierenden Randbedingungen nicht
beweisen, sondern sie nur anhand eines Beispiels numerisch testen.

BEMERKUNG 3.2 (STABILITAT FUR DAS REINE AWP). Nach [29, Seite 182] ist dieses
LW-Schema bei C' = 0 fiir das reine AWP stabil (im Sinne von [24, Seite 383]), falls

Amax < 1
ho |7 22
gilt. Dabei ist A = max(p(A), p(B)), also der betragsmiflig grofite Eigenwert von A

und B. Dies ist eine stérkere Einschrinkung als die CFL-Bedingung |Ayax k/h| < 1. Eine
Verallgemeinerung der Bedingung (3.3) auf d > 1 Raumdimensionen findet man in [42].

(3.3)
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3.2. Die linearisierten Shallow-Water Gleichungen in 2D

Die Shallow-Water Gleichungen beschreiben die Bewegung eines inkompressiblen Fluids
oberhalb einer festen Berandung, wenn die Tiefe klein ist im Vergleich zu einer typischen
horizontalen Linge (engl. shallow = seicht). Die nichtlinearen Gleichungen lauten:

U + Uy + VUy + @ — fo =10

(3.4) U+ Uy +0vy + oy + fu=0

pr + (pu)e + (pv)y = 0.
Die linearisierte Form erhilt man aus diesen Gleichungen, indem man um eine konstante
Losung U = (@, 7,®)" herum linearisiert. Fiir eine Losung U von (3.4) wird dazu der
Stérungsansatz U = U + U’ mit einer kleinen Stérung U’ = (v/,v', ¢')T gemacht. Man

setzt U in (3.4) ein und vernachléssigt Terme von quadratischer Ordnung in der Stérung.
Die linearisierte Form hat in 2 Ortsdimensionen die folgende Gestalt:

u’ u 0 1\ [ v 0 0\ [/ 0 —f 0\ [u
35 |v|+loao]|v]|+|oo ||| +]|F 0 of[v]|=0
o), \@¢ 0 a)\¢) \0 ¢ 9] \¢ , \0 0 0 ¢

Hier ist (u,v)T = (u + v/,v +v")T die Stromungsgeschwindigkeit und ¢ = ¢ + ¢ das
Erdpotential, das bis auf einen Faktor der Hohe der Fluidoberfliche entspricht. f =
f(z,y) ist der Coriolis-Parameter. Die Systemmatrizen der linearisierten Shallow-Water
Gleichungen (3.5) lassen sich durch Multiplikation von links mit der wegen @ > 0 positiv
definiten Diagonalmatrix diag(@, @, 1) simultan symmetrisieren [19], d. h. bei (3.5) handelt
es sich um ein symmetrisierbares hyperbolisches System (vgl. Definition 1.2). Allerdings
besitzt die Zeitableitung dann einen Koeffizienten ungleich der Identitdt. Um diesen
Koeffizienten zu verhindern, nehmen wir eine Variablentransformation vor. Mit S :=

diag(\/@, /@, 1) ergibt sich

u 0 1 u 0 /o v 0 0 v 0 0
S0 uw o|St=[0 @ O und S|0 v 1|St=(0 v @],
p 0 u \/5 0 u 0 ¢ v 0 \/5 v
so dafl sich das System (3.5) transformieren 148t zu
u 0 ¢ 5 0 0 0 —f 0
Vi+10 @ 0|V+ ([0 & ¢|V,+|f 0O 0|V=0,
c 0 u 0 c v 0 0 O

wobei V = SU' = (u'/@,v'v/&, ¢ )T = (cu/, v, ¢")T ist. Die Groe ¢ := /¢ kann
man als ,, Schallgeschwindigkeit” interpretieren. Zur Vereinfachung werden die Striche zur
Bezeichnung der Storungsgroflen weggelassen. Mit a := 4, b:= ¥ erhalten wir

a 0 c b 0 0 0 —f O
(3.6) Vi+10 a 0] Vo+10 b c|V,+|f 0 0|V =0
c 0 a 0 ¢ b 0 0 0

mit V = (cu,cv, )’ und den physikalischen Restriktionen 0 < a® + b* < ¢, ¢ > 0.
Weiterhin nehmen wir zur Vereinfachung an, dafi f in (3.6) konstant ist.

Die Gleichungen in der Form (3.6) wurden in [10] als Anwendungsbeispiel fiir die Theorie
der absorbierenden Randbedingungen aus Abschnitt 1.2 verwendet.
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3.2.1. Die Diagonalisierung der Systemmatrix. Um die Theorie aus Abschnitt 1.2
anwenden zu konnen, miissen wir den Koeffizienten der z-Ableitung diagonalisieren. Dies
geschieht mittels der orthogonalen Matrix 7' mit

1 0 1
vz’
(3.7) T=| 0 1 0
1, 2
V2 V2
Somit erhalten wir aus (3.6) eine neue Gleichung fiir W := T~V der Form (1.9):
c —f
b — 0 0 — 0
a+c O 0 . V2 . f V2 f
i J A =
0 0 a—-c 0 — b _J
A 0 ! 7 , 0 5 0
= ~ N - p

3.2.2. Die absorbierenden Randbedingungen. Fiir den Fall ¢ > 0 (d. h. Ein-
strémsituation an x = 0) ergeben sich die Matrizen Ky € R**!, K; € R™? in den
absorbierenden Randbedingungen (1.21) zu

c—a
C13 0 _
09 om| 2,7 (). men (e 2= (0 ),
€23 V2 ¢
und die Matrizen X, € R**!, X1 € R'? sind
c—a
bi3 0
2 a+c a —a
(39) Xo=| =, :((Q_C))’ X= (U She) = (0 5)
bs V2

Analog ergibt sich bei @ < 0 (d. h. Ausstrémsituation an z = 0) fiir Ky, Xo € R*? und
Ky, X e R?:

a—+c
a—+c
(3.10) K_(—a c—a )_ i o) . Ca1 B (c\/ﬁ)f
. 0 — 0012 2 C13 | = C\/i ) L — a+ec — )
2c 1 0
a+c
a-+c
(3.11) X_(—_ab C—ab>_<—_a 0) Y = c b1 B (\/5)
. 0= c 12 9 13 = \/5 ) L= a+cb = ;
31
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Eine Diskretisierung der ARB 1. Ordnung (1.21) an z = 0 ist dann gegeben durch

1
U958 = We | (Ut = (U)
k ° 2h
Eine derartige Diskretisierung (speziell der Zeitableitung) erscheint fiir ein Verfahren mit
zwel Zeitniveaus t,,t,,1 sinnvoll. Damit ergibt sich die diskrete Einstémrandbedingung

n+%
nid _

ML L Ko(U)g,? =0

(312) (U = O 5% (O - R - k@

wobei man Groflen mit halbzahligen Zeitindizes durch arithmetische Mittelung definiert
Uit = 5 (W Nge+ 0.

Fiir die Ausstromdaten (U~)g;" verwenden wir wie in 1D eine horizontale Extrapolation :

(3.13) (U5 =2(U7)1 — (U5

An x = L verfihrt man analog.

BEMERKUNG 3.3. Da die ARBen die Ausstromdaten auf dem neuen Zeitniveau benut-
zen, mufl man zunéchst extrapolieren, bevor man die ARBen verwendet (analog zu 1D).
Zur Vorgehensweise am Rand bzgl. der y-Koordinate sei auf Bemerkung 3.5 verwiesen.

Fiir die folgenden numerischen Untersuchungen vereinfachen wir das Problem, indem
wir f = 0 setzen.
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3.3. Numerische Ergebnisse

Wir wollen die Stabilitdt des LW—-Schemas numerisch untersuchen und die absorbieren-
den Randbedingungen 0. und 1. Ordnung hinsichtlich ihrer Absorptionsqualitdt mit der
reflektierenden Randbedingung vergleichen.

3.3.1. Das Testbeispiel. Wir verwenden als Beispiel die linearisierten Shallow- Water
Gleichungen aus Abschnitt 3.2 mit « = 0.1, b= -0.2, c =12, f =0und L = 1. Es
ist somit m = 2, N = 3. Als Anfangsbedingung haben wir v = v = 0 und fiir ¢ die
Verteilung

2 0.45

cos? (17|(x—0.5,y)T|) |(z — 0.5,9)T| < 0.45
3.14 z,y,0) = ’ ’
(5.14) P(2.3,0) {0 -

die in folgender Abbildung 3.1 auch mittels Niveaulinien dargestellt ist.

phi(xy,0)
0.5 ; ;

0.4r

0.3

5N
/7 000\
WIS
=== N
=L pR—

“‘
<> ““‘ >
SOSTS L
TS < =4
SIS 5 o

phi(x,y,0)
o

-0.5

-1
0.5

05

. . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ort x Ort x

ABBILDUNG 3.1. Anfangsverteilung fiir ¢

orty 05 0

Fiir unser Beispiel erhalten wir Ap,x = max(|al, |a £ ¢|, |b|,[b £ ¢|) =|b—¢| = 1.4 und
somit ergibt sich als notwendige Stabilititsbedingung (3.3) fiir diese Testgleichung

(3.15) A< 2~ 0.2525.

T 14V2
Wir werden fiir alle folgenden Rechnungen das Schrittweitenverhiltnis A = 0.25 nehmen
und auf dem Gebiet 0 < x <1, —3 < y < 3 rechnen.

Zunichst wollen wir einen Eindruck vom Verlauf der Lésung gewinnen und verwenden
eine Zeitschrittweite At = 0.01. Abbildung 3.2 und Abbildung 3.3 zeigen die zeitliche
Entwicklung des Potentials ¢ bei ARBen 1. Ordnung bzw. reflektierender Randbedingung,
die man erhilt, indem man am Rand (bei z = 0,z = 1) die Reflektionsbedingung u =
v = 0 benutzt und ¢ horizontal extrapoliert, um das numerische Schema zu schlieflen.
Abbildung 3.4 und Abbildung 3.5 zeigen das Entsprechende mittels Niveaulinien.

BEMERKUNG 3.4. Die Abbildungen sind (im Gegensatz zu denen in Abschnitt 5.3.1)
nicht symmetrisch um z = 0.5, y = 0; es gibt eine Drift in positive z-Richtung und
negative y-Richtung. Dies erklart sich aus den gewidhlten Werten von a,b, denn diese
entsprechen den mittleren Horizontalgeschwindigkeiten u, v der Stromung in z- bzw. y-
Richtung. Zur Illustration werden wir (nur fiir die Abbildung 3.6) die Werte a = —0.2
und b = 0.1 verwenden.
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ABBILDUNG 3.2. ¢ fiir t =0.1,0.2,...,1.2 bei absorb. Randbedingung 1. Ordnung
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ABBILDUNG 3.3. ¢ fiir t = 0.1,0.2,...,1.2 bei reflektierender Randbedingung
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ABBILDUNG 3.4. ¢ fiir t =0.1,0.2,...,1 bei absorb. Randbedingung 1. Ordnung
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ABBILDUNG 3.5. ¢ fiir t =0.1,0.2,...,1 bei reflektierender Randbedingung
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ABBILDUNG 3.6. ¢ fiir t = 0.1,0.2,...,1 bei absorb. Randbedingung

1. Ordnung, sowie ¢ = —0.2, b = 0.1 zur Illustration der Drift
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3.3.2. Numerische Untersuchung der Stabilitit. Analog zu dem Vorgehen in
Abschnitt 2.3.2 verwenden wir die modulierte Anfangsverteilung
sin (27rp\(:r — 0.5, y)T|) cos? (%%) |(z — 0.5,9)T| < 0.45,
0 sonst,

o(z,y,0) == {

wobei der Parameter p ein Maf fiir die Frequenzen ist.

Das innere Schema ist nach Bemerkung 3.2 stabil, falls das Schrittweitenverhéltnis A
die Bedingung (3.15) erfiillt. Wir wéhlen nun zunichst ein derartiges A, da nur der Effekt
der ARBen getestet werden soll. Fiir kleine Zeiten ¢ verhélt sich das Testproblem sehr
dhnlich wie die Situation in 1D: die Wellen treffen anféinglich orthogonal auf den Réndern
x = 0,z = 1 auf, d. h. Probleme — falls {iberhaupt — sind erst bei wesentlich ,nicht-
orthogonalen“ Einfallswinkeln zu erwarten. Die etwaigen Stabilitdtsprobleme wiirden
stark frequenzabhdngig sein, und daher benutzen wir verschiedene Modulationen.

Wir geben hier den zeitlichen Verlauf der diskreten L?-Norm

00 J
2 2
(3.16) ”U”h,h = h? Z Z Uil
f=—00 j=0
jeder einzelnen Komponente (u, v, ¢) an. Da wir uns nur fiir das Abklingverhalten beziiglich
der Randbedingungen an x = 0 und z = 1 interessieren, wird die L2-Norm fiir den ge-
samten y-Bereich berechnet.

BEMERKUNG 3.5. Die formal unendliche Summe in (3.16) bzgl. der y-Koordinate wird
in der Implementierung nur iiber ein hinreichend grofien Bereich erstreckt, den man wegen
der endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit stets so grofl wihlen kann, dafl die Lésung in
der vorgegebenen Zeitspanne den Rand bzgl. der y-Koordinate nicht erreicht. An diesem
Rand schliefen wir das Schema mit einer FExtrapolation 1. Ordnung, und zwar fiir alle
Komponenten von U.

Die Resultate fiir A = 0.25, At = 0.001 und dem Verfahrensparameter s = 0.5 sind in
der Abbildung 3.7 dargestellt.

Um den EinfluB des Schrittweitenverhéltnisses A\ auf die Stabilitdt zu untersuchen,
lassen wir bei den folgenden Rechnungen A bei p = 10, At = 0.001 variieren.

FAZIT (STABILITAT). Die L2-Normen klingen rasch ab, was zu erwarten ist, da sich die
Wellen ausbreiten. Das oszillatorische Verhalten der L?>-Normen entsteht beim Durchgang
der hohen Frequenzen der Modulation durch den Rand bei x = 0 bzw. = 1. Das Schema
verhélt sich bei diesen Beispielen mit Schrittweitenverhéltnissen A, die (3.15) erfiillen,
stabil. Bei einem grofleren A wird in unserem Beispiel das Schema fiir A > 0.36 instabil.
Dies ist in den Abbildungen 3.9 und 3.10 zu sehen.
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3.3.3. Die Absorptionsqualitit der absorbierenden Randbedingungen. Mit
zunehmender Zeit trifft die Wellenfront flacher an Stellen mit wachsenden |y| auf den Rand
bei x = 0 und x = 1, und es ist zu erwarten, daf§ die numerischen Reflektionen der ARBen
anwachsen, da bei der Herleitung der ARBen in Abschnitt 1.2 die Taylorentwicklung (1.17)
um den senkrechten Einfallswinkel herum benutzt wurde.

Wir betrachten die numerischen Reflektionen bei den ARBen 0. und 1. Ordnung und
relativieren sie an denen bei der reflektierenden Randbedingung. Der reflektierte Anteil
wird wie in Abschnitt 2.3.3 berechnet, indem man von der Lésung des ARWP die Lésung
des reinen AWP subtrahiert.

Die folgende Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des reflektierten Anteils im Po-
tential ¢, f , und zwar in der ersten Zeile bei reflektierenden Randbedingungen und in der
zweiten Zeile bei absorbierenden Randbedingungen 1. Ordnung. Bei den reflektierenden
Randbedingungen wurden die gleichen Niveauwerte wie auf Seite 44 verwendet und bei
den ARBen wurden diese mit 0.5 multipliziert.
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ABBILDUNG 3.11. Reflektierter Anteil von ¢ fiir A = 0.25, At = 0.01.

In den folgenden Tabellen sieht man, da8 bei ¢,.s; der Unterschied zwischen den AR-
Ben nullter und erster Ordnung nicht sehr grof§ ist. Die Prozentzahlen beziehen sich
dabei auf den jeweiligen Wert der L2-Norm des reflektierten Anteils bei Verwendung der
Reflektionsrandbedingung.
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Reflektierter Anteil bei T' = 0.3

Randbedingung an z = 0 uresilly lvresillp leresills p
bzw. x =1

totale Reflektion 0.07866 0.02605 0.07864
u=0v=0

absorbierende Randbedingung 0.00369 0.01063 0.00402
0. Ordnung (1.19) [4.7%)] [40.8%] [5.1%]
absorbierende Randbedingung 0.00318 0.00202 0.00355
1. Ordnung (1.21) [4.0%)] [7.8%] [4.5%)]

TABELLE 3.1. Ergebnisse fiir A = 0.25 und At = 0.01.

Reflektierter Anteil bei T' = 0.3

Randbedingung an z = 0 uresilly vresillpp lpresilly p
bzw. x =1

totale Reflektion 0.07142 0.02358 0.06944
u=v=0

absorbierende Randbedingung 0.00322 0.00457 0.00294
0. Ordnung (1.19) [4.5%)] [19.4%)| [4.2%)]
absorbierende Randbedingung 0.00272 0.00150 0.00245
1. Ordnung (1.21) [3.8%] [6.4%)] (3.5%]

TABELLE 3.2. Ergebnisse fiir A = 0.25 und At = 0.001.

In der folgenden Abbildung 3.12 geben wir die L?-Norm des reflektierten Anteils wieder.
Dabei ist A = 0.25, At = 0.001. Die gestrichelte Linie ist der Verlauf der L?>-Norm bei
ARB 0. Ordnung und die durchgezogene bei ARB 1. Ordnung.
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ABBILDUNG 3.12. Reflektierter Anteil bei totaler Reflektion bzw. ARBen:
Parameter A = 0.25, At = 0.001.

Reflektierter Anteil bei T' = 0.3

Randbedingung an z = 0 uresilly lvresillp leresillp p
bzw. x =1

totale Reflektion 0.07922 0.02661 0.08045
u=v=>0

absorbierende Randbedingung 0.00407 0.01161 0.00442

0. Ordnung (1.19) [5.1%] [43.6%] [5.5%]
absorbierende Randbedingung 0.00368 0.00206 0.00401
1. Ordnung (1.21) [4.6%)] [7.7%] [5.0%)]

TABELLE 3.3. Ergebnisse fiir A = 0.1 und At = 0.005.

In Abbildung 3.13 geben wir die L?-Norm des reflektierten Anteils wieder. Dabei ist
A =0.1, At =0.0005.
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Reflektierter Anteil bei T' = 0.3

Randbedingung an z = 0 uresilly vresillpp leresilln p
bzw. z =1

totale Reflektion 0.07158 0.02371 0.06960
u=v=20

absorbierende Randbedingung 0.00323 0.00476 0.00296
0. Ordnung (1.19) [4.5%)] [20.1%) [4.3%)]
absorbierende Randbedingung 0.00274 0.00152 0.00247
1. Ordnung (1.21) [3.8%] [6.4%)] [3.5%]

TABELLE 3.4. FErgebnisse fiir A = 0.1 und At = 0.0005.

1. Komponente u x 107 1. Komponente u
0.08 T T 4 T
0.06 - 3r
£ £
S S
Z0.04 z2
4 &
3 3
0.02 ir
0 . I I I 0 . , T I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Zeitt Zeitt
2. Komponente v X 10*3 2. Komponente v
0.025 T T 5 T
0.021 a4r
£ E3l
Eoo1s 53
T T
& 001 N2k
~
0.005 s
0 I I I I 0 . L I .
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Zeitt Zeitt
3. Komponente phi x 107 3. Komponente phi
0.08 T T 3 T
25F
0.06
g £
s S
Z0.04 Z151
4 4
3 = 41
0.021
0.5
0 . . . . 0 . i~ . .
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Zeit t

Zeit t

ABBILDUNG 3.13.
Parameter A = 0.1, At = 0.0005.

Reflektierter Anteil bei totaler Reflektion bzw. ARBen:
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FAZIT (ABSORPTIONSQUALITAT). Bei allen Testldufen ist erwartungsgemifl die L?-
Norm des reflektierten Anteils bei der ARB 1. Ordnung geringer als bei der ARB nullter
Ordnung. Der Fortschritt, den man macht, indem man von der ARB nullter Ordnung zu
der ARB erster Ordnung iibergeht, ist besonders deutlich in der 2. Komponente v und
liegt dort beim Faktor 3-5.7 bzgl. der L2-Norm von v,.5;. Bei A = 0.25 und A = 0.1
ergeben sich dhnliche Ergebnisse. Die Resultate bei Verwendung der ARB 1. Ordnung
sind vergleichbar mit denen in [10].



KAPITEL 4

Numerische Betrachtung des nichtlinearen Falls in 1D

Wir betrachten quasilineare hyperbolische Systeme in 1D in der Erhaltungsform
(4.1) U+F{U),=HU), 0<z2z<L, t>0

und wollen dafiir eine Klasse von Lax-Wendroff-Verfahren wie in [28] herleiten.

Aus Aufwandsgriinden ist es vorteilhaft, fiir nichtlineare Systeme die LW—-Methode als
sog. Zweischrittverfahren zu formulieren. Die Diskretisierung des (z,¢)-Raumes [0, L] x
R} und die Bezeichnungsweise der Approximationen geschehen dabei wie in Kapitel 2.
Weiterhin sind F}', H} abkiirzende Schreibweisen fiir /'(U7') bzw. H(U}').

4.1. Das numerische Schema fiir 1D

Eine Taylorentwicklung von U(xz,t + k) in der Zeit liefert
1
Uz, t+ k) =U(z,t) + kU(z,t) + 5 kU (z,t) + O(K?),

wobei U Losung von (4.1) ist. Nun ersetzt man die auftretenden Zeitableitungen durch
Ortsableitungen, indem man die Gleichung (4.1) benutzt. Dabei sollte man es vermeiden,
die Jacobimatrix A(U) := 0F/0U zu verwenden, da sonst ein ineffizientes Verfahren wie
etwa das urspriingliche LW—Verfahren [31, Seite 302] daraus resultieren wiirde.

Wir verallgemeinern nun die Richtmyer—Variante des Zweischritt—-LW—Verfahrens [31],
indem wir einen Zwischenschritt zur Approximation von U(z,t+ sk), s € |0, 1] folgender-
maflen einfiihren:

Uz, t + k) = Uz, ) + k (1 - 2%) Uiz, 1) + 2% [%(U(x,t)ﬂwt(x,t)) + Ok

1 k
— Uz, ) + & (1 _ 2—8) Uil 1) + 5= Ui, £+ sk) + O(K)

A v — k (1- 5 ) IF@ (), — HUG,0)]

- 2% [F(U(x,t + sk)), — H(U(z,t + sk))] + O(k?)
mit Uz, ¢+ sk) = U(z,t) + skUy(z, ) + O(k)
WD 12, 8) — sk [FU @, )0 — HU @, )] + Ok?)

54
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Eine Diskretisierung fiihrt zu folgender Iteration:

Fr, —F",
Ut = U — sk (—”2 2 Hf)

(4.2a) h
= U} — sA(F},, — FI', — hH])
1\ [ Fr, —Fr
ntl _ [ _ 1__) i S el S ()
Uj Uj ( 2s < 2h J
LI i Skl
(4.2) 2 h ’
n A 1 n n n
=y - 2 |(1= 5 ) (B = iy = 2hHD)

1
n+s n—+s n—+s
+ = (Fps = P — b, )] .

VORGEHENSWEISE (IMPLEMENTIERUNG). Aus Effizienzgriinden wollen wir auf den
Zeitstufen t,,, 1,1 nur Approximationen mit ganzzahligen Ortsindizes explizit berechnen;
tritt ein halbzahliger Ortsindex auf, so wird zwischen den benachbarten Werten arithme-
tisch gemittelt. Auf der Zwischenstufe ¢, ; werden dagegen nur Gréfen mit halbzahligen
Ortsindizes explizit berechnet; ansonsten wird analog verfahren. Demnach fiihrt eine
Kombination von geradzahligen Zeitindizes mit halbzahligen Ortsindizes oder umgekehrt
zu einer Mittelung, die wir mit ,,~ “ bezeichnen werden.

Diese Vorgehensweise ergibt folgende Klasse von Zweischritt—Verfahren:

Erster Schritt:
n+s __ 1rn n n rrn
(4.3a) Uty = U7y — sA(Fpy, — F — BT, ),

S 1
wobei Ul = 2 (U} + Uia)

und H;.ZJF% = H(UJZ%) ist.

Zweiter Schritt:

A 1
[m—H lm n n n

(4.3b) 1
Z(n+s _ pmts _ p gt
o (F = B - )
A 1
. n+s .__ n+s n+s
wobei U™ = 5 (Uj_% + Uj+%)
und I;[;H'S = H(UJ’H“”) ist.
BEMERKUNG 4.1 (SPEZIELLE VERFAHREN). Fiir eine Wahl des Verfahrensparameters

s = 1/2 erhélt man die Richtmyer-Variante und fiir s = 1 die Variante von Rubin und
Burstein [33].
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4.2. Das hydrodynamische Modell der Halbleitergleichungen

Die hydrodynamischen Gleichungen bestehen aus den 3 Erhaltungssétzen fiir Partikel-
dichte, Impuls und Energie. Die nichtlinearen Erhaltungsséitze sind die Fulergleichungen
der Gasdynamik (v = 5/3) fiir ein Gas von geladenen Partikeln in einem elektrischen
Feld mit zusétzlichen Relaxationszeittermen. Den Wirmeleitungsterm vernachléssigen
wir, damit das System hyperbolisch ist.

Erhaltung der Anzahl der Partikel (Elektronen):

(4.4) ny + (nv)g = Ch,

wobei n die Elektronenkonzentration, v die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen und

C, ein Maf fiir die Rekombinations- und Regenerationsprozesse ist. Wir setzen C, = 0,

da es sich hier um ein unpolares Modell (d. h. nur Elektronen, keine Licher) handelt.
Impulserhaltung:

(4.5) (nv); + (v + P)y = fn+ % ,

f = f(z,t) ist eine duflere Kraft aufgrund des elektrischen Feldes, m ist die effektive
Masse eines Elektrons und C, ein Maf§ fiir die Elektron-Elektron- und Elektron-Gitter-
Kollisionen. Der Druck P sei gegeben durch P = kyznT/m.
Erhaltung der Energie:
1 1 Cu
(4.6) {n(—vQ-l-e,)] +[nv(—02+e,)+Pv] = fnv+ —.
2 t 2 T m
Dabei ist e; ist die innere Energie und C,, ein Kollisionsterm.
Wir nehmen an, dafl die Energiebinder parabolisch sind und mit der Energiedichte

w = mne; + mnv?/2 = nkpT/(y — 1) + mnv?/2 und der Impulsdichte p = mnv lassen
sich die obigen Gleichungen schreiben als

Pt T Dy = 0
P+ (pv + ksnT), = fp+C,
wy + [v (w + kpnT)], = fp+ Cu,

wobei wir die Gleichungen mit m multipliziert und die Dichte p = mn eingefiihrt haben.
Unter Verwendung von kznT = (7 —1)(w — pv/2) ergeben die beiden letzten Gleichungen

pt [ - Dw= 5 G-3m] = fo+G,

T

wy + [v (fyw - %(7— 1)pv)]z = fp+ Cy.

Fiir unsere Anwendung sind die Kollisionsterme C,, C,, gegeben durch [11]:

w— —nkpT,
(4.7) Cp=—£ und C, = — ksl wo 1 pkgTy

Tp Tw Tw y—1 mm,

mit Relazationszeiten 7,,T,, fir die die folgenden empirischen Relationen [13] gelten:

w — Tw T) = L
T = Tu(T) 2t 2ev2(T + Tp)

miTo
el '’

(4.8) 7 =1(T) =
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Physikalische Parameter fiir Silizium bei Gittertemperatur 7, = 300K [13]:

effektive Masse eines Elektrons m = 0.26 - m,
Sattigungsgeschwindigkeit vy = 1.035-10°ms™!
Beweglichkeit der Elektronen o = 0.145m?s~ 1V !

Die auftretenden Parameter werden fiir unser Beispiel wie oben gewé#hlt [12]. Zur Verein-
fachung verwenden wir konstante Relaxationszeiten, und zwar 7, = 7,(70), 7 = 7w (T0).
Mit v = p/p kann man diese Gleichungen nun in der Form (4.1) formulieren, wobei

P p 0
1 p? p
U=|p|, FU) = (7—1)w—§(7—3); , H(U) = fp—g
pw 1 P’ I T
v 1, T30V LTy T

ist. Der Anfangszustand wird festgelegt durch [11]:
n(z,0) = np(z), ov(z,0)=0, T(z,0)="Ty,
wobei n, das Dotierungsprofil ist. Somit ergibt sich als Anfangsbedingung:
1
(4.9) p(x,0) = mnp(x), p(z,0)=0, w(z,0)= 1 ksTony(z).

4.2.1. Die Diagonalisierung der Systemmatrix. Zur Formulierung der Randbe-
dingungen betrachten wir fiir U = (p, p, w)” anstatt (4.1) die Gleichungen in der Form

(4.10) U+AU, +CU =0, 0<z<L, t>0
mit den Koeflizienten
0 1 0
F 1
(4.11) Aza—z — (v — 3)v? —(v =3 y—11, v="1
oUu 2 P
wY 3 3 9
—y— +(y-1v 7——5(7—1)1) Y
und
0 0 0
(4.12) C = —f 0
_kBTO -1
(7 - 1)mTw I T

Fiir die ARBen an z = 0 (j = 0) frieren wir die Koeffizienten des hyperbolischen Systems
(4.10) ein und transformieren es in Randnihe (j = 0,1, 2) in charakteristische Variablen.
Mit der Schallgeschwindigkeit ¢, ¢* = vkzT/m ergibt sich aus der Gleichung fiir die
Energiedichte w:
w c? 1

- 2
=1 +271).
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Die Systemmatrix A = A(p, p, w) 148 sich damit schreiben als

0 1 0
1

A=A(v,c) = 5(7_3)7)2 —(v=3)v v—1

c? +<1 1)2 2 ( 3)2
U’y—l Q’yv o vy 21} YU

A besitzt die Eigenwerte

&=, 51,3:7):*30

mit den zugehdrigen Eigenvektoren

1 1
G = v ) CI,SZ vEe
vQ 1)2 2
— — +
5 5 vc+fy_1

Wir frieren die Matrix A lokal an z = 0, ¢ fest, ein, d. h. wir betrachten Ay := A(v,, ¢,)
mit v, = v(z=0), ¢, = c(x=0), sowie Cy := C(z=0) und diagonalisieren A, mittels:

1 1 1
To :=T(vo, o) = Vo + Co Vo Vo — Co )
2 1)2 1}2 1
R I
1 ( Uy ) 1 ( 1 ) by
- ao - - - Uobo -
2 Co 2 \ ¢ 2
Toil = Tﬁl(vo, Co) = ]_ — Qg vgbo _b() )

Uy 1 ( 1 ) b,

o) - (= b hat
(a0+co) 2 cO+U°0 2
wobei a, := (7 — 1)v2/(2¢2), b, := (v — 1)/c? ist. Somit erhalten wir aus (4.10) eine neue
Gleichung fiir die charakteristische Variable V := Ty 'U der Form:

N =

Vi+ AV, 4+ CoV =0
mit A = diag(v, + ¢, Vo, Vo — Co), Co = 170, Ty .
An x = L verfihrt man analog.

4.2.2. Die Randbedingungen. Fiir die Gleichung in der Form (4.2.1) kann man die
ARBen aus Abschnitt 1.2 formulieren. In einer Uberschallsituation, d. h. |v,| > ¢,, hat man
an x = 0 fiir v, > 0 nur Einstrémkomponenten und fiir v, < 0 nur Ausstromkomponenten.
Bei Unterschall, d. h. |v,| < ¢y, héingt die Partition vom Vorzeichen von v, ab: bei v, > 0
hat man zwei Einstromkomponenten und eine Ausstrémkomponente und bei v, < 0 ist
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es umgekehrt. Komponenten zum Eigenwert Null werden wie eine Ausstrémkomponente
horizontal extrapoliert.
Wir werden die ARB 1. Ordnung mit der (inhomogenen) Dirichlet—-Randbedingung

(4.13) (V5 = (Vo

hinsichtlich der numerischen Reflektionen vergleichen. Bei der Implementierung ist die
Bedingung (4.13) dquivalent zur absorbierenden Randbedingung 0. Ordnung

(V5™ = (V5.
Somit hat man die folgende

VORGEHENSWEISE (NUMERISCHE RANDBEDINGUNGEN). An den inneren Punkten be-
rechnet man Uj"“, j=1,2,...,J —1 mit Hilfe des Zweischritt-LW—-Verfahrens (4.3).
An 7 = 0 implementiert man die Randbedingungen wie folgt:

Gegeben : Ug = (o}, pg,wi)", U, U

1o n n\2
Berechnung : v(’}—& CQIJ7(7_1)<&_ (v5) )

o pr 2
Transformation : V§'=T5 Uy, Vi =T, 0!, vttt = Tt e,
wobei Ty ' =T7"'(v0c").
Ausstrémextrapolation : (V)pt! =2Vt — (V)att,

i) Dirichlet-Randbedingung : (VH3tt = (VH?

bzw.

k
ii) Absorb. Randbedingung = (V)§*' = (V)5 — 5 Ko (Vs + (Ve
bzgl. Ao = diag(v! + ¢, v, v — ), Co(v?, ) = Ty 'Cy Ty -
Riicktransformation : UJ*t =T, Vy**', wobei Ty = T(v", c).

Fiir 7 = J ergibt sich eine analoge Vorgehensweise.
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4.3. Numerische Ergebnisse

Wir wollen hier die numerischen Ergebnisse des Zweischritt—-LW-Schemas (4.3) fiir ein
Anwendungsbeispiel betrachten.

4.3.1. Das Testbeispiel. Fiir unser Beispiel benutzen wir das Einheitensystem [11]:

Linge 107 %m = 1 ym
Zeit 107125 = 1ps
Masse 1030kg
Spannung 1V
Temperatur 1K

Energie 10718]
Ladung 10718 C

Die Anfangsbedingung (4.9) fiir 0 < z <1 ist durch eine Gittertemperatur 7, = 300
und das folgende Dotierungsprofil [11] gegeben:

2105 falls0<z2<0.250der 0.75< 2z <1
(4.14) nD(x)'={5 0° falls 0 < z < 0.25 oder 0.75 < z < 1,

2-10% falls 0.35 < z < 0.65.

Dabei verbinden wir die beiden Sprungstellen durch eine geeignet skalierte Form von

cos?(522%%)  falls 0.25 < z < 0.35,
12-075)  fallg 0.65 < < 0.75.

In der Abbildung 4.1 ist das resultierende Dotierungsprofil dargestellt.

x10°

I I I , , , | I I
[¢] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

ABBILDUNG 4.1. Dotierungsprofil n,

Hier ist f = f(z,t) fest vorgegeben. Der Einfachheit halber werden wir fiir die nume-
rischen Berechnungen f = 0 setzen. Die stationire Verteilung von n, die sich bei f =0
ergibt, wurde in [11] als Anfangsverteilung fiir folgende Rechnungen benutzt, in denen f
selbstkonsistent mittels f, = —e?/(me)(n — np) ermittelt wurde, Dabei ist ¢ = 11.7 - ¢,
die Dielektrizitatskonstante.
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Die notwendige Stabilititsbedingung fiir das Testbeispiel ist die CFL-Bedingung (2.13)

1
4.15 A< —
(419) = A
it )\max = )t 1)) -
o (z,t)EI[%gﬁ[O,T] (e, 1) + o (@ D))

Wir wollen zunéchst die zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeit und der Temperatur
bei Verwendung der Dirichlet—-Randbedingung bzw. der absorbierenden Randbedingungen
1. Ordnung betrachten. Dabei ist wie in [11] ¢ € [0, 3], A = 0.2, At = 0.002, sowie s = 0.5
gewidhlt. Die Resultate sind in den Abbildungen 4.3 bis 4.6 zu sehen.

In Abbildung 4.2 vergleichen wir die Geschwindigkeit v an ¢ = 3 bei der Dirichlet—
Randbedingung und der ARB 1. Ordnung. Die gestrichelte Kurve in Abbildung 4.2 ist
vergleichbar mit dem Resultat in [11], bei dem allerdings die Losung starke Oszillationen
besitzt.

Geschwindigkeit v zur Zeitt =3
004 T T T T T

—— Absorb. RB
0.03r — — Dirichlet-RB

0.02

0.01

-0.01

-0.02}

-0.03

1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Ort x

-0.04 ‘ ‘ ‘ ‘
0

ABBILDUNG 4.2. Geschwindigkeit v bei t = 3.

BEMERKUNG 4.2 (STABILITAT). Wir werden hier die Stabilitit des Schemas nicht nu-
merisch testen, da in der Losung unseres Beispiels keine ,, Wellen“ von wesentlicher Grofie
den Rand passieren. Aus dem gleichen Grund verzichten wir hier auf eine numerische
Untersuchung der Absorptionsqualitit der Randbedingungen, weil keine sinnvolle Ver-
gleichsituation vorliegt. Die Oszillationen in der Ndhe des Randes deuten auf gewisse
Probleme bei den ARBen hin; eventuell ist die Diskretisierung der ARBen hier nicht sehr
giinstig oder sogar instabil.
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ABBILDUNG 4.5. Temperatur 7" bei Dirichlet—-Randbedingung.
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KAPITEL 5

Numerische Betrachtung des nichtlinearen Falls in 2D

Wir betrachten quasilineare hyperbolische Systeme in 2D in der Erhaltungsform
(5.1) U+ FU),+GU),=H(U), 0<z<L, —co<y<oo, t>0

und wollen hierfiir die Klasse von Lax-Wendroff-Verfahren aus Abschnitt 4.1 auf zwei
Ortsdimensionen verallgemeinern. Die Diskretisierung des (x, y, t)-Raumes [0, L] x R x R}
geschieht wie in Kapitel 3.

Wiederum wird mit U7, € RY die Approzimation der exakten Losung U(z;,ye, tn)
zum Zeitpunkt ¢, an den diskreten Gitterpunkten (z;,ys) bezeichnet. Desweiteren sind
F, G%,, HI, Abkiirzungen fiir F(U},), G(U?,) baw. H(UZ,).

5.1. Das numerische Schema fiir 2D

Der Ausgangspunkt ist wie in 1D eine Taylorentwicklung von U(z,y,t + k) in der Zeit:

1
U(.T, yat + k) = U(.T, yat) + kUt(x: yvt) + 5 k2Utt($7y7t) + O(kg)

Dabei ist U Losung von (5.1). Wir gehen analog zum eindimensionalen Fall vor, um
die dortige Vorgehensweise zu verallgemeinern und ersetzen mit Hilfe der Gleichung (5.1)
die auftretenden Zeitableitungen durch Ortsableitungen. Mit einem Verfahrensparameter
s € ]0,1] erhalten wir:

1
U(CE,y, t+ k) = U(.’L‘,y,t) + kUt(xa yat) + 5 kQUtt(xaya t) + O(k3)
1
= U(l’,y,t) +k <1 - 2_S> Ut(mayat)
k|0 3
+ % _t (U(mvy:t) + SkUt(x:yvt)) + O(k )
1 k
= Uz, y,t) + & (1 - %> Uil 1) + 5 Ui,y t+ k) + O(K)

(5.1) Ulz,y,t) —k (1 — %) [F(U(z,y,t)z + GU(z,y,t))y — HU(z,y,1))]

- 2% [F(U(z,y,t+ sk))y + GU(z,y,t + sk)), — H{U(z,y,t + sk))]
+O(k?),

64
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wobei wir zuvor

U(x,y,t+ sk) =U(x,y,t) + skUy(x,y,t) + O(k?)

(5.1) Ulz,y,t) — sk[F(U(z,y,1))s + G(U(z,9,1))y — H{U(z,y,1)] + O(k?)

benutzt haben. Eine Diskretisierung der zwei Schritte sieht wie folgt aus:

Fry  — F" G, . —G", ,
n+s _ 1 J+2’e J—3.t Jl+3 Jl—3 n
U G — sk ( + - Hj,

(5.2a) G h h

= Ujg = sME 1 = Fi 1, + Gl 1 — G 1 — hHEY)

1 Fr  _ Fn Gn, . —Gn
n+l _ 71m Jt1,¢ J—1,¢ Jit+1 Jit—1 n
it = Uk (1 g ) (g e )
n+s n-+ s n-+s n+s

— ﬁ F;+2’£ F é + G £+2 G Jt—3 HT.H'S

(5.2b) 2s h h £

1 mn n n
[(1— 2_5)( T — Fillie + G — Gy — 2hHY,)

1
n+s _ pmnt n+s n+s n+s
Fo (P = P 4 GO = Gy = hHE)|

VORGEHENSWEISE (IMPLEMENTIERUNG). Wir gehen analog zu Abschnitt 4.1 vor und
berechnen auf den Zeitstufen ¢,,¢,,.; nur Gréflen mit ganzzahligen z- und y-Ortsindizes.
Andererseits werden auf der Zwischenstufe ¢,,s nur Approximationen mit halbzahligen
z- und y-Ortsindizes explizit berechnet. Weitere auftretende Groflien werden durch arith-
metische Mittelung bestimmt und mit ,, ~“ bzw. ,, ”“ bezeichnet.

Somit ergibt sich die folgende Klasse von Zweischritt—Verfahren :

Erster Schritt:

(5.3a) Un::,uz U;L+%,e+% )‘(Fan+1€+2 +3 +Gy+ +1 éﬁ% th 2’5"'5)’
wobei U;L+2,g+ = % ( 0+ U+ Ui +U.7n+1,5+1)
und U;f@r% = % (Uﬁz—i— ££+1)
ﬁﬁ%,e = % <U3£+U+1e) usw.



5.1. DAS NUMERISCHE SCHEMA FUR 2D 66

Zweiter Schritt:

Uj,éH =V~ 9 [(1 - 2_5) ( j+1,0 F 1e+Gge+1 ge—1 Qth,e)
(5.3b) 1
n-+s n+s An+s rn+s
+g (Fj—}-%,é +G Jst+3 Gj,é—% — hHj, )
A 1
: +5 . + + +
wobei U7 = o (U, 4 U"glfl FUP U )
1
n+s .__ n+s n+s
und UJ+2,€ = (Uj+§,e 1+ U+2,e+2>
1
n+s ._ n—+ n—+s
UM+2 =5 (U ;,If+1 + Ug+2,e+2) usw.

BEMERKUNG 5.1 (SPEZIELLE VERFAHREN). Bei einem Verfahrensparameter s = 1/2
ergibt sich die Variante von Zwas [42].
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5.2. Die Shallow-Water Gleichungen in zwei Ortsdimensionen
Die Shallow-Water Gleichungen in zwei Ortsdimensionen haben die folgende Gestalt:
Up + Uy + VUy + @ — fo =10

(5.4) U+ Uy +0Uy + oy + fu=0
¢t + (pu)s + (pv)y = 0.

Dabei sind v = u(z,y,t), v = v(z,y,t) die Horizontalkomponenten der Geschwindigkeit,
f = f(z,y) ist der Coriolis-Parameter und ¢ = gh(z,y,t) ist das Erdpotential, wobei g die
Fallbeschleunigung und A die Hohe der Oberfliche ist. Fiir eine ausfiihrliche Herleitung
sei auf das Buch von Whitham [41] verwiesen. Das System (5.4) besitzt noch nicht die
Erhaltungsform (5.1). Um dies zu erreichen, multiplizieren wir die erste Zeile von (5.4)
mit ¢ und addieren dazu das u-fache der dritten Zeile:

ouy + upy + Quig + u(eu); + e + vy + u(ev)y, — fev =0

1
= (pu)e + (pu®+ §<P2)x + (puv)y — fov=0.

Ein analoges Vorgehen bei der zweiten Zeile von (5.4) liefert
v + vy + puuvg + v(pu)g + vy + V() + ey + fou =0

1
— (o) + (puv)y + (pv* + §g02)y + fou=0.

Damit ergibt sich

ou ou® + 1o YUY fov
(5.5) ov | + U + |+ 3% | = | —fou
v/, u . v v 0

und mit U := (4, 0, ¢)7, @ := pu, ¥ := v erhalten wir die Erhaltungsform (5.1), wobei

/o + 3¢* /¢ fo
(5.6) FU)=| av/e |,GU)=|0"/p+5¢"|, HU)=|—-fu
i b 0

ist.

5.2.1. Die Randbedingungen. Zur Formulierung der Randbedingungen betrachten
wir die Shallow-Water Gleichungen in der Form

U u 0 1 u v 0 0\ [u 0 —f 0\ [u
(5.7) v|+|[0 uw O|fv] +]0 v 1|]v|+]|f O Of]v]|=0.
v/, v 0 u) \p/, 0 ¢ v ¢/, 0 0 0/ \p

Zu einer festen Zeit ¢ und fiir jedes beliebige, feste y frieren wir die Koeffizientenmatrizen
lokal an £ = 0 ein und kennzeichnen dies mit einem Index Null. Damit kénnen wir wie
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bei den linearisierten Shallow-Water Gleichungen in Abschnitt 3.2 vorgehen, d. h. wir
symmetrisieren die Koeffizienten simultan mit Hilfe von Sy := diag(c,, ¢o, 1), ¢o = /@0 zu

Coll u, 0 ¢ Coll v, 0 0 Coll 0 —f, 0\ [cu
cv| +10 u O cv| +10 v ¢ cv| +1fo 0 0]|cv]|=0
v/, ¢, 0 wu, v/, 0 c v ®/, 0O 0 O @)
—_————— —_—— —_—————
=Ao(uo,c0) =Bo(vo,co) =Co(fo)

und diagonalisieren die Systemmatrix Ay wie in Abschnitt 3.2.1. Dann héngt die zu
benutzende ARB vom Vorzeichen von u, ab. Die ARBen fiir u, > 0 bzw. u, < 0 sind
in Abschnitt 3.2.2 angegeben. Bei u, = 0 wird die 2. Komponente (zum Eigenwert Null)
wie eine Ausstrémkomponente mit (3.13) horizontal extrapoliert. An z = L verfihrt man
analog.

VORGEHENSWEISE (NUMERISCHE RANDBEDINGUNGEN). Im Inneren berechnet man
Urit,i=1,2,...,J-1, £=...,-1,0,1,2,... mit Hilfe des Zweischritt-Lax-Wendroff-
Verfahrens (5.3). An j = 0 implementiert man die absorbierenden Randbedingungen fiir
jedes £ =...,—1,0,1,2,... folgendermaflen:

. n o __ n n n n n+1 n+1
Gegeben = Ugy = (@5 uty, onovie, vod)”s Urdt Us
: . . n n n n+1 n+1
Damit : Ug, = (ugy, vor, ©o. )7, UM ,U analog.

Berechnung : ¢, = /¢, (,Schallgeschwindigkeit).

Transformation : Vg, = T_ISO,Z ot V;";l = T_IS”U”H, j=1,2

mit 77" =T aus (3.7) und Sy, := diag (cojé, Cots 1).

Ausstromextrapolation = (V7)g3t =2Vt — (VO)5ih
A n+l ntl
Absorb. Randbedingung  : (V5" = (VH§, — B Xo ((V—)Ojjl - (V_)O,Pl)
— kKo (V)
bzgl. Ao = diag(ug, + ¢, Uges Uge — Cop),

Boy = T~ By(vyy, i) T, Cox = T7Cy( )T

| .
wobei (V*)O;fr2 == ((V Voit+(V )ge) usw. ist.

2
Riicktransformation : Ugf' =S, T Vg™
Fiir die refiektierende Randbedmgung up = vy = 0 sind diese Transformationen nicht
no6tig. Daneben mufl noch das Potential extrapoliert werden
ool =200 — ont,

um das numerische Schema zu schlieflen.
An j = J geht man analog vor. Im folgenden setzen wir fiir die numerischen Untersu-
chungen f = 0, womit die Matrizen Ky und K in den ARBen verschwinden.
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5.3. Numerische Ergebnisse

Es wird die Stabilitit des LW—Schemas aus Abschnitt 5.1 und die Absorptionsqualitéit
der Randbedingungen 0. und 1. Ordnung numerisch untersucht.

5.3.1. Das Testbeispiel. Wir verwenden als Beispiel die Shallow- Water Gleichungen
aus Abschnitt 5.2 auf 0 < z < 1. Als Anfangsvorgabe haben wir wie in Abschnitt 3.3.1
die Bedingung u = v = 0. Fiir ¢ benutzen wir die Anfangsverteilung
0.5 + 0.4 cos? (FLE=200L) (5 — 0.5,9)7| < 0.45,

0.5 sonst,

(5.8) o(z,y,0) := {

die in Abbildung 5.1 auch mit Hilfe von Niveaulinien dargestellt ist.

0.5

0.4

o
w
T

/,;"0;‘\

07 /,;;;'i;‘%“

A0

NN
9085

phi(x,y,0)
o
(9]

05

. . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ort x Ort x

ABBILDUNG 5.1. Anfangsverteilung fiir ¢

orty 05 0

Die Anfangsverteilung (5.8) fiir ¢ wurde gegeniiber (3.14) um 0.5 verschoben. Dies ist
sinnvoll, da hier ¢ im wesentlichen gleich der (positiven) Wassertiefe ist, withrend ¢ in
Abschnitt 3.3 nur die kleine Storung einer positiven Tiefe ist und als solche positiv, negativ
oder Null sein kann. Auch wegen der Transformation von Seite 68 mufl ¢ zumindest am
Rand positiv sein.

Wegen Bemerkung 3.2 ist eine notwendige Stabilitdtsbedingung fiir diese Gleichung (5.5)

11
5.9 A< —
(59) T 2v2 Amax
Wit Ampe = IOAX (\/@(w,y,t)w“Iu(w,y,t)lax/w(fv,y,t)JrIv(ﬂf,y,t)|>-

Damit diese Restriktion an A nicht zu ungiinstig ist, haben wir in (5.8) den Faktor 0.4 ein-
gefiithrt. Fiir die folgenden Rechnungen wéhlen wir zunéchst das Schrittweitenverhiltnis
A =0.25.

Zunichst wollen wir die zeitliche Entwicklung des Potentials ¢ bei einer Zeitschrittweite
At = 0.01 und einem Verfahrensparameter s = 0.5 (Verfahren von Zwas) betrachten.
Dies zeigen Abbildung 5.2 und Abbildung 5.3 bei ARBen 1. Ordnung bzw. reflektierender
Randbedingung. Abbildung 5.4 und Abbildung 5.5 zeigen das Entsprechende mittels
Niveaulinien.
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5.3.2. Numerische Untersuchung der Stabilitdt. Analog zu Abschnitt 3.3.2 ver-
wenden wir neben u = v = 0 fiir ¢ die modulierte Anfangsverteilung
0.54+0.4- sin(27rp|(x — 0.5, y)T\) cos%%%) |(z — 0.5,9)T| < 0.45,
0.5 sonst

o(z,y,0) == {

mit dem Modulationsparameter p, um die Stabilitit des LW—Verfahrens (5.3) in Kombi-
nation mit absorbierenden Randbedingungen 1. Ordnung zu untersuchen. Dabei geben
wir im folgenden den zeitlichen Verlauf der diskreten L?>-Norm (3.16) von u, v und ¢ —0.5
an.

Die Ergebnisse fiir A = 0.25, s = 0.5 und At = 0.001, die wir bei p = 10 bzw. p = 30
erhalten, sind in Abbildung 5.6 zu sehen.
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ABBILDUNG 5.6. L?-Normen von u, v und ¢—0.5 fiir p = 10 bzw. p = 30

Wir wollen nun den Einflul von A auf die Stabilitit betrachten und verwenden im
folgenden unterschiedliche Werte fiir das Schrittweitenverhéltnis A bei einem Modulati-
onsparameter p = 10 und einer Zeitschrittweite At = 0.001. Die Resultate sind in den
Abbildungen 5.7 und 5.8 dargestellt.

FaziT (STABILITAT). Erwartungsgemif} klingen die L?-Normen klingen schnell ab, da
die Wellen sich ausbreiten. Das oszillatorische Verhalten der L?-Normen entsteht wie in
Abschnitt 3.3.2 beim Durchgang der hohen Frequenzen der Modulation durch den Rand
bei x = 0 bzw. x = 1. Das Zweischritt—-LW—Schema verhélt sich bei diesen Beispielen
mit einem Schrittweitenverhéltnis A = 0.25 (und bei kleineren Werten A = 0.1, A = 0.18)
stabil. Auch bei A = 0.3 verhélt sich das Schema stabil.
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5.3.3. Die Absorptionsqualitéit der absorbierenden Randbedingungen. Wie
in Abschnitt 3.3.3 betrachten wir die numerischen Reflektionen bei den ARBen 0. und
1. Ordnung und relativieren sie an denen bei der reflektierenden Randbedingung. Dabei
wird der reflektierte Anteil analog zu Abschnitt 3.3.3 berechnet.

Die folgenden Abbildungen 5.9 und 5.10 geben die zeitliche Entwicklung des reflek-
tierten Anteils im Potential ¢,y wieder. Bei den reflektierenden Randbedingungen
wurden die Niveauwerte von Seite 72 (ohne die Verschiebung um 0.5, vgl. (5.8)) und
bei den ARBen wurden diese Werte mit 0.5 multipliziert. Zu den Rechnungen wurde
A =0.25, At = 0.01 verwendet.
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ABBILDUNG 5.9. reflektierter Anteil von ¢ bei reflektierender Randbedingung
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ABBILDUNG 5.10. reflektierter Anteil von ¢ bei absorb. Randbedingung 1. Ordnung
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Wie auch die folgenden Tabellen zeigen, ist bei ¢,.; der Unterschied zwischen den
ARBen nullter und erster Ordnung gering; dies ist auch in den Abbildungen 5.11 und
5.12 zu erkennen. Die Prozentangaben beziehen sich dabei auf den jeweiligen Wert der
L?-Norm des reflektierten Anteils bei Verwendung der reflektierenden Randbedingung.

Reflektierter Anteil bei T = 0.6

Randbedingung an z = 0 wresill vresillpp leresilly p
bzw. x =1

totale Reflektion 0.07318 0.02850 0.05587
u=v=>0

absorbierende Randbedingung 0.00592 0.00321 0.00405
0. Ordnung (1.19) [8.1%] [11.3%)] [7.3%]
absorbierende Randbedingung 0.00478 0.00276 0.00324
1. Ordnung (1.21) [6.5%] [9.7%] [5.8%]

TABELLE 5.5. Ergebnisse fiir s = 0.5, A = 0.25 und At = 0.01.

Reflektierter Anteil bei T' = 0.6

Randbedingung an z = 0 wresilly lvresilln, — Neresillnp
bzw. x =1

totale Reflektion 0.06743 0.02500 0.05098
u=v=0

absorbierende Randbedingung 0.00546 0.00276 0.00380
0. Ordnung (1.19) [8.1%)] [11.0%] [7.5%)]

absorbierende Randbedingung 0.00439 0.00230 0.00307
1. Ordnung (1.21) [6.5%)] [9.2%)] [6.0%)]

TABELLE 5.6. Ergebnisse fiir s = 0.5, A = 0.25 und At = 0.002.

In der folgenden Abbildung 5.11 geben wir die L?>-Norm des reflektierten Anteils wieder.
Dabei ist A = 0.25, At = 0.002. Die gestrichelte Linie ist der Verlauf der L?-Norm bei
ARB 0. Ordnung und die durchgezogene bei ARB 1. Ordnung.
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ABBILDUNG 5.11. Reflektierter Anteil bei totaler Reflektion bzw. ARBen:
Parameter A = 0.25, At = 0.002.

Reflektierter Anteil bei T' = 0.6

Randbedingung an z = 0 uresilly lvresilln, — Neresillnp
bzw. x =1

totale Reflektion 0.07462 0.02869 0.05733
u=0v=>0

absorbierende Randbedingung 0.00611 0.00348 0.00420
0. Ordnung (1.19) [8.2%] [12.1%] [7.3%]

absorbierende Randbedingung 0.00507 0.00311 0.00342
1. Ordnung (1.21) [6.8%] [10.8%] [6.0%]

TABELLE 5.7. Ergebnisse fiir s = 0.5, A = 0.1 und At = 0.005.

In Abbildung 5.12 geben wir die L?-Norm des reflektierten Anteils wieder. Dabei ist
A =0.1, At = 0.001.
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Reflektierter Anteil bei T' = 0.6

78

Randbedingung an z = 0 uresilly vresillpp leresilln p
bzw. z =1

totale Reflektion 0.06770 0.02527 0.05119
u=v=20

absorbierende Randbedingung 0.00549 0.00278 0.00382
0. Ordnung (1.19) [8.1%)] [11.0%] [7.5%)]
absorbierende Randbedingung 0.00440 0.00231 0.00307
1. Ordnung (1.21) [6.5%] [9.2%)] [6.0%]

TABELLE 5.8. Ergebnisse fiir s = 0.5, A = 0.1 und At = 0.001.
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. . . I
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L L L L
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0.6

Potential phi - 0.5
T
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Zeit t

ABBILDUNG 5.12.

0.6

Parameter A = 0.1, At = 0.001.
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Reflektierter Anteil bei totaler Reflektion bzw. ARBen:
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Wir variieren nun den Verfahrensparameter s € ]0,1]. Fiir den reflektierten Anteil
ergeben sich die folgenden Resultate:

Reflektierter Anteil bei T' = 0.6

Randbedingung an z =0 ||urefl||h,h ||Urefl||h,h ”QOrefl”h,h
bzw. z =1

totale Reflektion 0.07455 0.02988 0.05707
u=v=>0

absorbierende Randbedingung 0.00577 0.00340 0.00388
0. Ordnung (1.19) [7.7%)] [11.4%)| [6.8%)]

absorbierende Randbedingung 0.00471 0.00307 0.00313
1. Ordnung (1.21) [6.3%)] [10.2%] [5.5%]

TABELLE 5.9. Ergebnisse fiir s = 0.25, A = 0.25 und At = 0.01.

Reflektierter Anteil bei T = 0.6

Randbedingung an z = 0 ||u7"efl||h,h ”Urefl“h,h ”(Prefl”h,h
bzw. x =1

totale Reflektion 0.07248 0.02801 0.05526
u=v=_0

absorbierende Randbedingung 0.00560 0.00322 0.00414
0. Ordnung (1.19) [8.3%)] [11.5%] [7.5%]
absorbierende Randbedingung 0.00483 0.00273 0.00331
1. Ordnung (1.21) [6.7%)] [9.7%] [6.0%)]

TABELLE 5.10. Ergebnisse fiir s =1, A = 0.25 und At = 0.01.

BEMERKUNG 5.2. Fiir einen Verfahrensparameter s < 0.13 ergaben sich bei unseren
Testldufen Instabilititen.
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FAZIT (ABSORPTIONSQUALITAT). Bei allen Programmléufen ist erwartungsgeméf die
L2-Norm des reflektierten Anteils bei der ARB 1. Ordnung geringer als bei der ARB nullter
Ordnung. Der Ubergang von der ARB nullter Ordnung zu der ARB erster Ordnung
liefert eine Reduktion der numerischen Reflektionen um einen Faktor 1.1-1.25 bezogen
auf die L2-Norm des reflektierten Anteils der einzelnen Komponenten. Dies entspricht
einem Unterschied von 1-2% in den Prozentangaben der vorangegangenen Tabellen. Beide
Schrittweitenverhéltnisse A = 0.25 und A = 0.1 ergeben #dhnliche Resultate. Bei s = 0.25
bzw. s = 1 ist der reflektierte Anteil praktisch gleich grofl wie bei s = 0.5, was zu erwarten
war, da nur das innere Schema und nicht die Randbedingungen vom Verfahrensparameter
s abhéngen.



ANHANG A

Glossar

1.1. Notation

Einige Symbole werden mehrfach verwendet; dies ist jedoch auf wenige Fille beschrinkt
und diirfte nicht zu Verwechslungen fiihren. Wenn nicht anders definiert, bedeutet 7 die
Transposition, ~ die komplexe Konjugation und * die Adjunktion. Um das Argument
einer Funktion zu betonen, wird z. B. f(x) anstatt f benutzt, ohne daf§ ein bestimmter
Funktionswert an dieser Stelle gemeint ist. Die Einschrankung einer von zwei Variablen
abhéingigen Funktion wie U(z,t) auf die Variable x bei festgehaltenen ¢ wird mit U(., t)
bezeichnet.

1.2. Mathematische Grofien

Anfangsverteilung
Inhomogenitéit in ARB
Ortsschrittweite Ax
imaginédre Einheit
Ortsindex fiir x
Zeitschrittweite At
Ortsindex fiir ¢ in 2D
Partitionsindex
Zeitindex
Modulationsparameter
Verfahrensparameter
Shift-Operator: EU; := U4
Matrix in ARB
Ortsintervall [0, L] fiir x
Dimension von Vektoren
Amplifikationsmatrix von @)
Matrix in ARB
Zeitintervall [0, 7] fir ¢
Schrittweitenverhiltnis
Eigenwerte von )
Courantzahl
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e =1.6021773-10"°C
me = 9.1093897 - 10~3! kg
ky, = 1.3806581 - 1072 JK ¢

£, = 8.85419- 1072 AsV 'm™!

p=pv=mnu
w = pe; + 5pv? = pe; + $pu
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1.3. Physikalische Groflen

Elementarladung

Ruhemasse eines Elektrons
Boltzmann-Konstante
Dielektrizitdtskonstante fiir Vakuum
Partikeldichte der Elektronen
effektive Masse eines Elektrons
Dichte der Elektronen

mittlere Geschwindigkeit der Elekronen
Sattigungsgeschwindigkeit
Temperatur der Elektronen
Gittertemperatur

Druck

Isentropen-Exponent

innere Energie

Kollisionsterme

Relaxationszeiten

Beweglichkeit der Elektronen
Impulsdichte der Elektronen
Energiedichte der Elektronen
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