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12. Ubungsblatt zur Vorlesung “Numerik partieller Differentialgleichungen”
(Lineare Finite Elemente, Transformationsformel, inverse Ungleichung)

1. Aufgabe (3 Punkte (0.54+1+0.5+1))

Das Dreieck T sei durch die Eckpunkte (z;,v;), i = 1,2,3 gegeben. Die zugehérigen
linearen Basisfunktionen sind durch b;(xy, yx) = 0k, j,k =1,2,3 bestimmt.
Zeigen Sie:

a)

1 = Y I Y;
bi(r,y) =det |1 xj11 yjy1 | /det |1 xj00 v |,
I i Yjso I Zji2 Yjso
wobei Indizes modulo 3 zu verstehen sind.

b) Es gilt
1 . .
Vbj(x,y) o <y]+1 yj+2) ’

- 2|T) \Tj2 — Tjn

wobei |T'| den Fliacheninhalt von T' bezeichnet.

c) Fiir die Eintrége in die lokale Elementmatric Ar = (a;k); k=123 gilt

T Yk+1 — Yk+2
- b:i(Vb) T do = | L — s o — 1) - + 2.
Ajk /Tv J(V k) - (2 ]T])Q (yJJrl Yj+2, Tj42 x]+1> (xk+2 — Tk41
d) Die lokale Elementmatrix ist gegeben durch

Ap =|T| GG

mit .
1 1 1\ /00
G = 1 X9 I3 1 0
Y Y2 Y3 01

2. Aufgabe (4 Punkte (1+3))

Sei T das Einheitsdreieck und T; € T gegeben durch die Eckpunkte X; = (z;,v;),7 = 1,2, 3.
In der Vorlesung wurde gezeigt, dal Frr, : T — T}, Fr, () = BZ + b, T auf T} abbildet.
a) Berechnen Sie det F7, (2).

b) Sei B regulir und v € H*(T}). Zeigen Sie, daB dann 0 := v o Fr, € H*(T) gilt und
eine Konstante ¢ > 0 existiert mit

. 1
0127y < ¢ || BII? |det B2 [v] g2 -



3. Aufgabe (3 Punkte)

Es sei V}, der Raum der linearen finiten Elemente iiber einer quasi-uniformen Triangu-
lierung 7 eines polygonalen Gebietes ) C R2.

Zeigen Sie: Unter der Voraussetzung h/hy; < v fiir alle T; € 7, gilt die inverse Unglei-
chung

C
lonllzeo) < 2 lonllz2c@)
Sie diirfen dabei benutzen, daf3
1
lonlEey = == 2 (3D vr, + 83 i, +272g, ) T
Tjer i i<k

gilt. Dabei sind v; 1, die Funktionswerte der linearen Funktion vy|7, in den Ecken, vy, 1,
die Funktionswerte in den Seitenmittelpunkten und v, der Wert im Schwerpunkt.

Abgabe der Losungen zu den theoretischen Aufgaben am Di, 29.01. vor der Vorlesung.



