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1. Ubungsblatt zur Vorlesung
“Theorie und Numerik hyperbolischer Erhaltungsgleichungen”
(Skalare Erhaltungsgleichungen: Cauchyproblem, Charakteristiken)

1. Aufgabe (3 Punkte)
Gegeben sei die lineare Advektionsgleichung
Ut + AUy = 07 u|t=0 = Uo, (1)

mit der Konstanten a und der integrierbaren Anfangsverteilung uo. Uberpriifen Sie, daf
die Funktion u(z,t) = uo(x — at) die Integralform von (1):

o To to to
/ u(z, te) de = / u(z,t) de + a/ u(zy,t) dt — a/ u(xza, t) dt, (2)
T T t1 t1
fiir beliebige 1, x2, t; und ts erfiillt.
2. Aufgabe (7 Punkte (3+4))
Betrachten Sie das eindimensionale, skalare Cauchyproblem
up + f(u)e =0, ufi=o = uo. (3)

Zeigen Sie, dafl sich die von den zwei Punkten z; < xo ausgehenden Charakteristiken

zum Zeitpunkt
To — X1

f'(uo(z1)) = f'(uo(z2))
schneiden und folgern Sie daraus, daf§ das Problem (3) genau dann eine klassische Liosung
besitzt, wenn f’(ug(z)) monoton steigend in z ist.
Sei nun die Fluffunktion f(u) konvex und fiir die Anfangsbedingung gelte u((§) < 0. Zei-
gen Sie, daf sich die von einer Umgebung von £ ausgehenden Charakteristiken spétestens
zum Zeitpunkt

T =

1
7 (uo(€))up(€)

kreuzen und schlieflen sie daraus, dafl das Cauchyproblem (3) mit stetig differenzierbaren
Anfangsdaten ug eine auf das Zeitintervall ¢ € [0, T'| eingeschrankte Losung besitzt, wobei
1 d

~ min(a, 0)’ ‘= gleilg %f’(uo(x))

T —
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gilt. Warum gibt es im linearen Fall (f(u), = au,) immer eine klassische Losung?

Abgabe der Losungen zu den theoretischen Aufgaben am Di, 4.11. vor der Vorlesung.



